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PovzETEK

Naloga obravnava osnove in uporabo sinteti¢ne topologije — veje
topologije, ki za osnovo vzame zveznost namesto odprtosti, za
orodje pa kategorije namesto mnoZic.

Najprej pokaZzemo povezavo med klasi¢no in sinteti¢no to-
pologijo, ki temelji na bijekciji med odprtimi podmnoZicami to-
poloskega prostora in zveznimi funkcijami v prostor Sierpinskega.
Topoloske lastnosti so tako izraZene kar z obstojem dolo¢enih zve-
znih funkcij. S pomo¢jo lambda racuna te funkcije sestavljamo v
nove in tako dobivamo zelo kratke dokaze znanih trditev.

Ob podrobni raziskavi topologij na prostoru preslikav ugo-
tovimo, da za sinteti¢cne dokaze potrebujemo kartezi¢no zaprto
kategorijo, kar pa kategorija topoloskih prostorov ni. Zato jo
vlozimo v kategorijo ekviloskih prostorov in nato dokazemo, da
so trditve, dokazane s sinteti¢nimi dokazi, veljavne tudi v klasi¢ni
topologiji.

Na koncu si ogledamo posploSene topoloske prostore, ki zaje-
majo vse kategorije, v katere bi Zeleli vloziti kategorijo topoloskih
prostorov. V vedji splosnosti dokaZemo nekatere povezovalne tr-
ditve in nakaZemo smer sinteti¢nih dokazov v drugih posplosenih
topoloskih prostorih.

Math. Subj. Class. (MSC 2000): 03B40, 18A40, 54A05, 54C05, 54C35, 54J05
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Uvob

Zelja po poenotenju matematike sili vse njene veje, da gradijo na temeljih te-
orije mnozic. Topoloski prostor podamo z mnoZico mnoZic, ki jih imenujemo
odprte, izmed vseh preslikav pa za zvezne odberemo tiste, pri katerih so pra-
slike odprtih mnoZic odprte. Ker prostor najprej razbijemo na osnovne delce,
tak pristop imenujemo analiticen. Kljub ob¢utku, da imamo s tako analizo
prostor in njegove lastnosti pod ve¢jim nadzorom, nam ti delci véasih uidejo
iz rok in potrebno je precej truda, da jih zloZimo nazaj v opazovani prostor.

Tezava analiticnega pristopa je v oddaljitvi od jedra raziskave. Najpo-
membnejsi koncept v topologiji je zveznost, temelji pa so postavljeni na od-
prtosti. Drugacno pot uberemo pri sinteticni topologiji, kjer za osnovne zidake
namesto odprtih mnoZic vzamemo zvezne preslikave. Prostori so nedeljive
celote in mi zgolj opazujemo odnose oziroma zvezne preslikave med njimi.

Poti, ki se za vsako ceno izogiba odprtim mnoZicam, ne bomo ubrali.
Cimve¢ bomo poskusali postoriti brez odprtih mnozZic, ¢e pa bo nuja, si bomo
pomagali tudi z njimi. Sploh na za¢etku, ko bomo topoloske lastnosti na novo
izrazili z zveznimi preslikavami. Ze tu se bo izkazalo, da novi pojmi niso zgolj
dobesedni prevodi starih, ampak so celo naravnejsi. Najvecjo potrditev, da
smo res na pravi poti, bomo dobili, ko bomo trditve dokazovali z neverjetno
kratkimi in krotkimi dokazi.

Cilj naloge je raziskati osnove sinteti¢ne topologije, osvetliti njeno ozadje
in klasicnemu topologu pokazati, da so dokazi kljub preprostosti pravilni.
Vse z namenom pripeljati to mlado, neznano in lepo vejo med slovenske
matematike.

Osnova za diplomsko delo je bilo delo Synthetic topology of data types and
classical spaces [4], avtorja Martina Escardéja. Ce avtorji niso posebej navedenti,
trditve in pripadajo¢i dokazi nastopajo v tem delu. Spremembe definicije
posplosenih topoloskih prostorov so izvirno delo in so podrobneje opisane v
zadnjem razdelku. Diagrami so stavljeni s pomocjo paketa Diagrams, ki ga je
izdelal Paul Taylor.

Malo $tudentov ima sreco, da jih najde mentor, ki ne bi le presegel nalozenih
obveznosti, ampak bil hkrati tudi dober prijatelj. Z veseljem priznam, da sem
jo sam imel. Kot se mu nikoli ne bom dovolj zahvalil za to, da mi je postavil
cilje, ki si jih sam ne bi, tako se nikoli ne bom dovolj zahvalil svojim starSem
in bratu za podporo, da sem jih lahko dosegel. Vseeno bom poskusil. Hvala.






PocrLavje 1

PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

1.1 PROSTOR SIERPINSKEGA

Naredili bomo prvi korak iz klasi¢ne v sinteti¢no
topologijo in tokrat odprte mnoZice podali z
zveznimi preslikavami.

Osnovne topoloske lastnosti so ve¢inoma opisane z odprtimi mnoZzicami.
Glede na to, da so na enak na¢in podani tudi topoloski prostori sami, so take
definicije smiselne. Toda kmalu, pri definiciji kompaktnosti na primer, se
definicije oddaljijo od intuitivne predstave. Poleg tega se izkaZe, da imajo v
topologiji zvezne preslikave vecjo vlogo od odprtih mnozZic. A kaj, ko je tudi
zveznost podana s pomocjo odprtosti. Ali lahko to zvezo obrnemo?

Vemo, da lahko obi¢ajne podmnoZice predstavimo s karakteristicnimi presli-
kavami. Podmnozico A mnozice X nam predstavlja preslikava xy4: X — {0,1},
podana s predpisom

N 0 Cejex € A,
xa: 1 ejex ¢ A.

Med to¢kama 0 in 1 ni nobene razlike, zato bi ju v zgornji enacbi med
seboj lahko tudi zamenjali. Ko pa na karakteristi¢no preslikavo pogledamo
s topologovimi o¢mi, bi razlika nekje morala biti. Kadar je to¢ka v odprti
mnozici, je v njej tudi neka njena okolica, v nasprotnem primeru pa to ni
nujno res. Da bi to razliko upostevali, moramo tudi na mnozici {0, 1} uvesti
topologijo. To, da ima vsaka to¢ka odprte mnoZzice odprto okolico najlaze
zajamemo tako, da mnozZico {1} proglasimo za odprto okolico tocke 1in s tem
zmeh¢amo mejo med tockama. Sedaj tocki nista ve¢ enakovredni. Enica je
na vrhu, ni¢la pa pod njo, saj nima lastne okolice.

Razliko med starim in novim stanjem zaznamujemo tudi s pisavo. To-
¢ko 0 oznac¢imo z L, kar preberemo kot dno, to¢ko 1 pa z T, kar preberemo
kot vrh. Prostoru s topologijo {0, {T}, {L, T}} re¢emo prostor Sierpinskega in ga
oznacimo s 5. Pravilnost izbire topologije na $ nam potrdi sledec¢a trditev.
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1.1

1.2

PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

Trditev PodmnoZica A prostora X je odprta takrat, ko je zvezna njena karak-
teristicna preslikava x4: X — 5, podana s predpisom

T Cejex €A,
XA X = X
L sicer.

Dokaz Preslikavaje zvezna, kadar je praslika vsake odprte mnoZice odprta.
Prostor § vsebuje tri odprte mnoZice. Prasliki mnoZic @ in S sta 0 in X, zato sta
vedno odprti. Torej je preslikava x4 zvezna natanko tedaj, kadar je mnoZica
)(Al({'l'}) = A odprta. |

Karakteristi¢na preslikava y4: X — {0,1} je zasnovana kot predikat na
mnozici X, podan s predpisom x + x € A, kjer resni¢nost izjave ozna¢imo
z 1, neresni¢nost pa z 0. To idejo prenesemo tudi na prostor Sierpinskega in
resnico oznac¢imo z T, neresnico pa z L.

Kot topologi se omejimo zgolj na zvezne predikate, toda na to ne glejmo
kot na omejitev, temve¢ kot na izbor. Vemo namre¢, da je mnozica tock, na
katerih je zvezni predikat resnic¢en, odprta. Tako nam vsaka odprta mnoZzica
podaja zvezen predikat, vsak zvezen predikat pa odprto mnozico.

Kakor potenéno mnoZico P(X) izenad¢imo z mnoZico 2%, lahko tudi topo-
logijo O(X) izenac¢imo z mnoZico zveznih predikatov C(X,S). To analogijo
bomo kmalu dopolnili, ko bomo mnoZico C(X,5) opremili s topologijo in
dobili topoloski prostor $%.

1.2 PREVOD OSNOVNIH TOPOLOSKIH LASTNOSTI

Povezavo med odprtostjo in zveznostjo bomo
izkoristili, da prevedemo najenostavnejse
topoloske lastnosti.

Ce so odprte mnoZice enakovredne zveznim predikatom, lahko v defini-
cijah topoloskih lastnosti namesto prvih uporabljamo druge. Ker je mnozZzica
zaprta natanko tedaj, kadar je komplement odprte mnozice, po trditvi 1.1 iz
opisa odprtih takoj dobimo opis zaprtih mnoZic.

Trditev PodmnoZica A prostora X je zaprta takrat, ko je zvezna karakteri-
sti¢na preslikava njenega komplementa xx\4: X — S, podana s predpisom

T Cejex € X\ A oziromax ¢ A,

AX\A: X .
\ {J_ sicer.

Druga znana karakterizacija lastnosti s pomocjo odprte mnozice je karak-
terizacija diskretnosti. Prostor X je diskreten takrat, ko je njegova diagonala

AX) = {(x,x) | x € X}

12



1.3

14

1.3 KoMPAKTNOST

odprta podmnozica prostora X X X, opremljenega s produktno topologijo. To
odprto podmnozico lahko izena¢imo z njeno karakteristi¢no preslikavo. Ker
par (x, y) leZi na diagonali A(X) natanko tedaj, kadar je x = y, lahko diskretne
prostore opiSemo Se preprosteje.

Trditev Prostor X je diskreten takrat, ko predpis enakosti
T cejex =1y,
=x: (v, y) = { sy
1 sicer,

doloc¢a zvezen predikat =x: X X X — 5.

Trditev 1.3 ima zanimiv dual, saj z njim ne opiSemo trivialne topolo-
gije, pricakovanega nasprotja diskretne topologije. Diagonala A(X) je namre¢
zaprta natanko tedaj, kadar je prostor X Hausdorffov. Karakteristi¢no presli-
kavo tokrat prevedemo na neenakost.

Trditev Prostor X je Hausdorffov takrat, ko predpis neenakosti
T Cejex #v,
#x: (v y) P { sy
1L sicer,

doloca zvezen predikat #x: X x X — §.

1.3 KOMPAKTNOST

Razmislili bomo o koli¢ini mnoZic, ki nastopajo v
definiciji kompaktnosti, in zakorakali v temne
vode topologije na prostorih zveznih preslikav.

Pri vseh prejénjih lastnostih smo opazovali zgolj eno odprto mnoZico. Ce
pa Zelimo prevesti definicijo kompaktnosti, moramo upravljati z odprtimi po-
kritji. Druzino odprtih mnoZic takoj izena¢imo z druZino zveznih predikatov.
A pri tem se ne ustavimo, saj lahko tudi to druZzino izena¢imo s preslikavo.
Zvezni predikati pa so zgolj (resda zelo) poseben primer zveznih preslikav,
zato raje pois¢imo topologijo na mnozZici C(X, Y), ki dobro zajame odnose med
preslikavami.

Topologija prostora X je natanko opisana z zveznimi preslikavami v pro-
stor Sierpinskega. Podobno lahko to topologijo opiSemo tudi s preslikavami
v prostor X. Izsledki algebrai¢ne topologije nam povedo, da lahko prostor X
precej dobro opiSemo s preslikavami oblike S"” — X.

Izberimo si poljubno zvezno preslikavo f: Z — C(X,Y). Za izbraniz € Z
je f(z): X = Y zvezna preslikava, ki jo lahko uporabimo na x € X, da dobi-
mo f(z)(x) € Y. Potem pa na f lahko pogledamo tudi kot na funkcijo dveh
elementov f': ZxX X — Y, podano z f": (z,x) = f(z)(x).

13



1.5

1.6

1.7

1.8

PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

Definicija Transponirana preslikava preslikave f: Z X X — Y je preslikava

—

f:Z — C(X,Y), definirana s predpisom

fizeo (x> f(z,0) .

Druga pomembna operacija na preslikavah je evalvacija. Ta nam omo-
goca, da elemente mnoZice zveznih preslikav sistemati¢no uporabljamo na
argumentih.

Definicija Evalvacija je preslikava evx_,y: C(X,Y) X X — Y, podana s predpi-
som

eVxoy: (f,x) - f(x).

ZdruZimo ti dve definiciji in poglejmo, kaj je €évy_y. Ker je
evxy(f)(x) = evxoy(f, %) = f(x)

zavsex € X, je évy_y kar identiteta na mnoZici C(X,Y). Po drugi strani je

evxoy(f(2),%) = f(2)(0) = f(z,%),

zato lahko vsako preslikavo zapiSemo s pomocjo njene transponiranke in
evalvacije kot

f=evxoyo (fxidy).

Ker se preslikavi f in ]Tna prvi pogled razlikujeta zgolj v zapisu, bi na
mnozici C(X,Y) pri¢akovali tako topologijo, da sta zvezni bodisi obe bodisi
nobena. Vendar to v splognem ne drzi. Ce je topologija prefina, iz zveznosti f

ne sledi zveznost f, ¢e pa je pregroba, se zgodi ravno obratno.

Definicija Eksponent prostorov X in Y je prostor YX na mnozici C(X,Y), za

katerega sta preslikava f: Z X X — Y in njena transponiranka f: Z — YX
hkrati zvezni.

Trditev Eksponent YX je enoli¢no dolocen, e obstaja.

Dokaz Recimo, da obstaja Se prostor E, ki ustreza pogojem v definiciji 1.7.
Ker je eVy_,y = idexy): E — E zvezna, je zvezna tudi preslikava

eVxoy: EXX - Y.
To preslikavo znova transponiramo, da dobimo idexy): E = YX. Analogno
pokaZemo, daje ide(x,y): YX — E zvezna, zato se topologiji prostorov E in YX

ujemata. O
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1.9

1.10

1.4 ZASNOVE SINTETICNIH DOKAZOV

Obstoj eksponentov bomo podrobno raziskali v drugem poglaviju, zato
naj skrbi (na zalost upraviene) o neobstoju trenutno pocakajo, do takrat
pa privzemimo, da eksponenti obstajajo. Ta predpostavka se bo na koncu
izkazala za nepotrebno, ¢e pa bi jo hoteli odpraviti sedaj, bi morali precej
skreniti s poti.

Druga stvar, katere dokaz bi porusil trenutni tok misli, je karakterizacija
kompaktnosti, zato z njim pocakajmo do trditve 2.12.

Trditev Ce prostor $X obstaja, je podmnozZica A prostora X kompaktna takrat,
ko predpis

{T Cezavsakx € Aveljap(x) =T,
Varp = .
1 sicer,

dolo¢a zvezen predikat ¥ : $% — S.

Predpostavke o obstoju $% se bomo kasneje znebili, ko bomo domeno
kvantifikatorja ¥4 zamenjali s primernejSim prostorom.

V prid taki karakterizaciji govori dejstvo, da je tako opisana kompaktnost
res posplositev kon¢nosti. Za konéno mnozico A = {x1,xy,...,x,} je namre¢

Ya(p) = plx1) Ap(x2) A== Ap(xy) .

Kakor je bila dual enakosti neenakost, je dual univerzalnega kvantifika-
torja eksisten¢ni kvantifikator.

Definicija Ce prostor $* obstaja, je podmnozZica A prostora X odkrita takrat,
ko predpis

i p o {T é.e obstajax € A, dajep(x) =T,
L sicer,

doloca zvezen predikat d4: $X — S.

Razlog, da z eksisten¢nim kvantifikatorjem nismo opisali Ze znane lastno-
sti, je preprost. Vsaka podmnoZica A poljubnega topoloskega prostora X je
odkrita. Tudi dokaz te izjave bo skupaj z odpravo predpostavke o obstoju $%
pocakal na primernejsi trenutek.

Odkritost je v klasi¢ni topologiji trivialna lastnost in nikakrsnega smisla
ni v tem, da bi jo nadrobneje raziskovali, v sinteti¢cnem pogledu pa nam pride
Se kako prav.

1.4 ZASNOVE SINTETICNIH DOKAZOV

Zaradi drugacnih definicij bomo tudi dokazovali
drugace in videli, da dobra ideja ne zagotavlja
dobre izvedbe.
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1.11

1.12

PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

topoloska lastnost ~ zvezni predikat

odprtost A v X Xa:X—5
zaprtost A v X Xxa: X—5
diskretnost X =x: XxXX—>5
Tp-lastnost X £#x: XXX -5
kompaktnost AvX — V4:$% > §
odkritost A v X J4:%5 > 5

Tabela 1.1: Prevod topoloskih lastnosti na zvezne predikate.

Lastnosti topoloskega prostora smo izenacili z zveznostjo predikatov. Os-
novne trditve v topologiji so sestavljene iz predpostavk o lastnostih prostorov
in sklepa o novi lastnosti. Mi raje predpostavimo zveznost predikatov in sku-
Sajmo pokazati, da je tudi iskani predikat zvezen.

Najenostavnejsi nacin, s katerim iz danih preslikav sestavljamo nove, je
komponiranje. In Ze s kompozicijo in Sestimi lastnostmi, ki smo jih opisali do
sedaj, lahko dokaZzemo kar precej trditev.

Trditev Singletoni v Hausdorffovem prostoru so zaprti.

Dokaz Naj bo X Hausdorffov prostor in 2 € X. Po predpostavki je pre-
dikat #x: X X X — § zvezen, pokazati pa moramo zveznost karakteristi¢ne
preslikave xx\(): X — 5. Ideja dokaza se skriva v logi¢ni ekvivalenci

xeX\{a} & x+#a.

OboroZeni s to idejo zlahka najdemo primerno zaporedje zveznih pre-
slikav, ki jih zdruzimo v xx\(s. S K; smo oznacili konstantno preslikavo, ki
zavzame le vrednost a.

idx, k,
X (lX a)XXX FX

Trditev Kompaktne podmnoZice Hausdorffovega prostora so zaprte.

Dokaz Najbo X Hausdorffov prostor in A € X kompaktna mnozica. Ideja
je tokrat skrita v ekvivalenci

xeX\A & VaeAx+a.

Ker je #x: X X X — § zvezna, iz lastnosti eksponenta $X sledi, da je
zvezna tudi njena transponiranka #x: X — $X. MnoZica A je kompaktna,
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1.13

1.5 LaMBDA RACUN

zato je kvantifikator ¥4 zvezen in karakteristi¢no preslikavo xx\4 spet lahko
zapiSemo kot kompozicijo zveznih preslikav.

—_—

FX

X gx 74

Trditev Zvezna preslikava slika kompaktne mnoZice v kompaktne.

Dokaz Najbo f: X — Y zvezna preslikava in naj bo A kompakten podpro-
stor prostora X. Tokrat dokaz sloni na

Yy € f(A)p(y) & YxeAp(f(x)) .

Ker je evy_s: $¥ X Y — § zvezna preslikava, je zvezna tudi preslikava
f' ¥ xX >S5, sestavljena kot

idsy X f eVy_ g

$¥ x X Fxy 12,6,

S transponiranjem dobimo zvezno preslikavo §/ = j?’: $Y — $X, ki slika s
predpisom $/: p = p o f. S pomogjo te preslikave zgradimo iskani kvantifi-
kator V F(A)-

gY i g V4

O

Dokaz trditve 1.11 je bil lep primer sinteticnega dokaza. Pri dokazu trdi-
tve 1.12 smo morali vpeljati transponirano preslikavo, za trditev 1.13 pa smo
najprej vpeljali pomozno preslikavo, jo transponirali in Sele nato z ostalimi
zlozili v iskano preslikavo. Tudi v to, da smo res dobili iskano preslikavo,
lahko upravi¢eno podvomimo. Poskusimo poenostaviti premetavanje pre-
slikav.

1.5 LAMBDA RACUN

Vsaj deloma se bomo poskusili izvledi izpod gore
preslikav, ki so nas zasule med dokazovanjem, in
pri tem spoznali droben programski jezik.

Cim v dokazu nastopa vet razli¢nih preslikav, ki so si med seboj podobne,
nastopijo tezave Ze ob poimenovanju. O¢itna resitev je v tem, da se z imeni
sploh ne trudimo. Namesto da bi pisali f(x) = x+1in g(x) = x?, lahko pisemo
kar f = (x — x + 1) ali ¢ = (x — x?). Na levi strani imamo zapisano ime, na
desni pa predpis. Tako kot v definiciji n = 5. S takimi predpisi lahko potem
tudi ra¢unamo:

P x+Dox )= 2 +1).
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PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

V ozadju pa se skrivajo tezave. Kako smo sploh izracunali kompozitum
x — x> +1? Smo v prvi funkciji na desni strani namesto x zapisali x*? Kaj
pa e bi bila ta funkcija podana z enakovrednim predpisom y — y + 1? Kaj
storimo, ¢e imamo funkcijo ve¢ spremenljivk? Kako bi zapisali funkcijo, ki
funkcije slika v funkcije?

Odgovore na vsa ta vprasanja nam daje lambda racun, zato se posluzimo
njegovih rezultatov. S splo$nim lambda ra¢unom, v katerem so vse spremen-
liivke in preslikave del istega prostora, se ne bomo ukvarjali. Kljub temu,
da bi s tem dobili globlji vpogled v lambda rac¢un, ki bi pripomogel tudi k
razumevanju snovi diplomskega dela, se mu izognimo. Povrsna obdelava bi
nas Se bolj zmedla, za podrobnejso ni prostora.

Zacnimo raje s tipiziranim lambda ra¢unom. Tu ra¢unamo z izrazi, ki
predstavljajo elemente topoloskih prostorov. Za osnovne izraze si izberimo
vse spremenljivke in konstante. Za vsako konstanto a € X ter spremenljivko x
nad prostorom X sta a : X in x : X lambda izraza. Poleg tega lahko poljubna
lambda izraza E : X in F : Y sestavimo v par (E,F) : X X Y.

Preden nadaljujemo z bolj raznolikimi izrazi, povejmo, da prostor X v
izrazu E : X imenujemo tip izraza E. Za konkreten primer si izberimo kon-
stanto 7 in neko realno spremenljivko x ter iz njiju najprej tvorimo izraza
7 :Rin x : R, nato pa Se par (7, x) : R2.

Prva operacija, s katero sestavljamo nove izraze, je aplikacija. Recimo,
da imamo preslikavo f: X — Y. Tedaj imamo tudi izraz f : Y%, ki ga
lahko uporabimo na izrazu E : X, kar zapigemo z fE : Y. Ce izraz E na
primer predstavlja konstanto a € X, izraz fE predstavlja konstanto f(a) € Y.
Enak sklep lahko naredimo za spremenljivke. Vzemimo realno mnoZenje
p: R?> > Rinizraz u : RR* aplicirajmo na par (7, x) : R2. Dobimo u(m, x) : R,
kar lahko zapiSemo kot 7t - x : R.

Druga operacija pa nam omogoca, da iz predpisov, podanih z lambda
izrazi, tvorimo preslikave. Izraz E : Y, v katerem prosto nastopa spremen-
liivka x iz prostora X, nam porodi abstrakcijo Ax.E : YX, v katerem je spremen-
liivka x vezana. Iz izraza 7 - x : R lahko tvorimo izraz Ax.mt - x : RR.

Do imena lambda ra¢un je prislo po pomoti. Avtor lambda racuna Alonzo
Church je za abstrakcijo uporabljal oznako %.E. Ker tiskarju tega ni uspelo
staviti, je izraze natisnil kot Ax.E. Naslednji tiskar pa je stvar ,popravil” v
sedaj sprejeto obliko Ax.E.

Ker naj bi abstrakcije predstavljale preslikave, takoj dobimo smiselno pra-
vilo, kako aplikacijo zdruZzujemo z abstrakcijo. Izraz (Ax.E)F poenostavimo
v izraz E, v katerem vse pojavitve spremenljivke x zamenjamo z izrazom F.
Nas primer lahko pripeljemo do konca z aplikacijo (Ax.7t - x)2 : R = 2 : R.

Iz vseh elementov topoloskih prostorov lahko sestavimo lambda izraze.
Kaksna pot vodi v drugo smer? Izraz Ax.7 - x nam ocitno predstavlja presli-
kavo x = 7 - x. Toda par (7, x) nam ne predstavlja ne konstante ne spremen-
liivke nad IR?. Vsak lambda izraz je potrebno interpretirati v kontekstu —
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1.5 LaMBDA RACUN

vsaki prosti spremenljivki moramo prirediti neko vrednost.

Za kontekst, ki bo predstavljal ogrodje za interpretacijo izrazov, si izberimo
produkt topoloskih prostorov I' = [],, X; skupaj s projekcijami pr, : I — X;,
kjer je {x;}; indeksna mnozZzica spremenljivk. Tako za vezane kot za proste
spremenljivke moramo vedeti, v katerih prostorih zasedajo vrednosti. Na-
mesto Ax.E : YX zato raje pisimo Ax : X.E : Y%, za interpretacijo izraza E : X v
kontekstu I' pa zahtevajmo, da v indeksni mnoZici produkta I nastopajo vse
proste spremenljivke izraza E, v produktu pa pripadajoci tipi teh spremenljivk.
V tem primeru lahko interpretacijo podamo z zvezno preslikavo [E]: I — X,
ki jo gradimo rekurzivno.

konstanta Za poljubno konstanto a iz topoloskega prostora X jea : X lambda
izraz, ki ga lahko interpretiramo v poljubnem kontekstu I' s konstantno
preslikavo

[al =ks: T —> X

spremenljivka Za poljubno spremenljivko x nad prostorom Xje x : X lambda
izraz, ki ga v kontekstu I' lahko interpretiramo s projekcijo

[x] =pr,: T - X.

par Kadarsta E: Xin F : Y lambda izraza, je (E, F) : X X Y lambda izraz. Ker
so vse proste spremenljivke para (E, F) proste tudi v E in F, lahko najprej
zgradimo interpretaciji [E]l: I' = X in [F]]: T — Y, ki ju zdruZimo v

[(E, Bl = (IEL, [FD): I' —» XX Y.
Poleg tega lahko tudi vsak par (E, F) : X X Y razstavimo nazaj na kom-
ponenti pry(E,F) = E : Xin pr,(E, F) = F : Y. Interpretacijo podamo prek
projekcijpry: X XY — Xinpry: X XY - Y.
abstrakcija Ce lahko izraz E : Y, v katerem prosto nastopa spremenljivka

x : X, interpretiramo v kontekstu I' X X z interpretacijo [E]: T X X — Y,
lahko interpretiramo izraz Ax : X.E : YX v kontekstu I' s transponiranko

[Ax: XE] =[E]: T — YX.

aplikacija Tudi za lambda izraza E : YX in F : X so proste spremenljivke
izraza EF : Y proste tudi v E in F, zato interpretaciji [E]: T — YX in
[FI: T — X z evalvacijo zdruZimo v interpretacijo

[EF] = evx_y o (IE], IFI): T = Y .
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1.6 PRIMERI DOKAZOV

Ob obilici preprostih sinteti¢cnih dokazov bomo
videli, da je topologijo smiselno zasnovati na
zveznosti.

OborozZeni zlambda ra¢éunom poskusimo dokaz trditve 1.13 spisati znova.

Dokaz Spomnimo se na idejo, saj nam ta narekuje pot dokaza.

Yy € f(A)p(y) & Vx € Ap(f(x))

Vzemimo spremenljivki x : X in p : §¥ ter konstantna izraza YV, : $5" in
f : YX. Z aplikacijo najprej dobimo izraz f(x) : Y, iz tega pa $e p(f(x)) : S. Ker
je spremenljivka x v tem izrazu prosta, uporabimo abstrakcijo, da dobimo
Ax @ Xp(f(x)) : $%. Z aplikacijo kvantifikatorja dobimo VY 4(Ax : X.p(f(x))) : S.
Toda tudi p je prosta spremenljivka, zato izvedemo Se eno abstrakcijo in iskani
kvantifikator je

V) = [Ap : S5V a(Ax s Xp(F))] -
O

Oglejmo si Se nekaj primerov sinteti¢nih dokazov. Zaradi enostavnejSega
zapisa oznac¢imo interpretacijo lambda izraza kar z izrazom samim. Ker nam
vse abstrakcije predstavljajo preslikave, namesto f = Ax : X.E piS§imo kar
f(x) = E. Privos¢imo pa si tudi preglednejsi zapis funkcij, ki predstavljajo
predikate, zato na desni strani definicij na primer namesto #x(x, y) piSimo
X #x Y, namesto xx(x) pax € X.

1.14 Trditev Naj bo f: X — Y zvezna preslikava. Tedaj je za vsako odprto
mnozico V C Y tudi njena praslika f~'(V) odprta.

Dokaz
xefU(V) & f(x)eV

X1wyx) = (f(x) € V)

1.15 Trditev Naj bo X Hausdorffov prostor. Tedaj je za vsak elementa € X single-
ton {a} zaprta mnoZica.

Dokaz
x¢{a} = x+a

Xx\(a)(X) = (x #x a)
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1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.6 PRIMERI DOKAZOV

Trditev Naj bo X diskreten prostor. Tedaj je poljubna mnoZica A C X odprta.
Dokaz
xXeA & dyeAx=y
xa() =da(Ay : Xi(x =x v))
O

V dokazu smo uporabili odkritost mnozice A, ki nam zagotavlja, da je
J4: 5% — S vselej zvezna preslikava.

Trditev Naj bo X Hausdorffov prostor. Tedaj je vsaka kompaktna mnoZica
K C X zaprta.

Dokaz
x¢K & YyeKx+y
Xx\k(x) = Vr(Ay : Xi(x #x V)
O

Trditev Naj bo r: X — A retrakcija Hausdorffovega prostora X. Tedaj je
mnoZica A zaprta.

Dokaz
xX¢A &= x#rx)

xx\a(x) = (x #x r(x))

]
Trditev Naj bo X diskreten prostor. Tedaj je X tudi Hausdorffov.
Dokaz
xzy & A, Y) ¢ AX) (" =) A Y =y))
#£x(x, 1) = TacoA @, 1) : X X X(( =x 2) A (Y =x )
O

Kljub temu, da sta diskretnost in T, dualni lastnosti, zaradi odkritosti v
topoloskih prostorih iz prve sledi druga. Namesto zveznih bilahko opazovali
izracunljive preslikave [4]. V tem primeru bi nasli izra¢unljive mnoZice, na
katerih enakost je izra¢unljiva, neenakost pa ni.

Trditev Naj bosta f,g: X — Y zvezni preslikavi v Hausdortfov prostor Y.
Tedaj je njuna inciden¢na mnozica I = {x € X | f(x) = g(x)} zaprta.
Dokaz

x¢l = f(x)#gx)

xx(x) = (f(x) #y (%))
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1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

PREHOD V SINTETICNO TOPOLOGIJO

Trditev Naj bo K kompakten prostor. Tedaj je vsaka zaprta mnoZica A C K
tudi kompaktna.

Dokaz
Vx e Ap(x) & VxeK(p(x)Vx¢gA)

Va(p) = V(Ax : X(p@) V x ¢ A)

O

Trditev Naj bosta K C X in L C Y kompaktni podmnoZici. Tedaj je tudi
mnoZica K X L kompaktna.

Dokaz
V(x,y) e KXLp(x,y) & Vxe€ KVyeLpx,y)

VKXL(P) = VK(AX : X.VL(/\]/ : Y.p(x, y)))

O

Trditev Naj bosta K C X kompaktna in V C Y odprta mnoZica. Tedaj je

SKV)={f: X—=> Y| f(K)cV}
odprta podmnoZica YX.
Dokaz
feSKV) e VxeKf(x)eV
Xsv)(f) = Yr(Ax : X.f(x) € V)

O

Trditev Naj bo Y Hausdorffov prostor. Tedaj je za poljuben prostor X tudi
prostor YX Hausdorffov.

Dokaz
f#g & veXf(x)#gk)

#yx(f, g) = Ix(Ax : X.f(x) #y g(x))
O

Trditev Naj bosta X kompakten in Y diskreten prostor. Tedaj je prostor YX
diskreten.

Dokaz
f=9 & VxeXf(x)=g(x)

=yx(f,8) = Vx(Ax : X.f(x) =y g(x))
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1.26

1.27

1.28

1.29

1.6 PRIMERI DOKAZOV

Trditev Naj bo A C O(X) poljubna druZina odprtih mnoZic. Tedaj je tudi
njena unija | J A odprta.
Dokaz
ve| JA & eaxeu
xXya(x) =3J4AU : O(X).x € U)
o

Na O(X) smo prek povezave med odprtimi mnoZzicami in zveznimi ka-
rakteristi¢cnimi funkcijami prenesli topologijo prostora $*. Bolj zanimiv je
trditve 1.26, saj posplosuje topoloski aksiom o odprtosti kon¢nega preseka
odprtih mnoZic.

Trditev Naj bo X C O(X) kompaktna druZina odprtih mnoZic. Tedaj je tudi
njen presek (| K odprta mnoZica.

Dokaz
xeﬂfK — YUeXxel
Xnx(x) = Vac(AU : O(X).x € U)
O

Privos¢imo si Se malo drznosti in navedimo ideji za sinteticna dokaza
dveh trditev o krovnih prostorih. Ker sta enostavni, upamo, da sta tudi
pravilni in da se bo nasel bralec, ki ju bo podkrepil z dokazom.

Trditev Naj bop: X — X krovna projekcija na Hausdortfov prostor X. Tedaj
je tudi prostor X Hausdorffov.

Idejadokaza Ce totki v krovnem prostoru leZita v razli¢nih vlaknih, sta go-
tovo razli¢ni. V nasprotnem primeru lezita v istem vlaknu, ki pa je diskretno
in zato Hausdorffovo.

F25 7 = (@ #xpE) V& #0000 9)
#3(X §) = (p(X) #x p(7) V (X #p-1 0z 7)

O

Trditev Naj bo X Hausdorffov prostorinp: X — X krovna projekcija s kom-
paktnim vlaknom. Tedaj je tudi prostor X Hausdorffov.

Ideja dokaza Tocki v prostoru X sta razli¢ni, ¢e imata disjunktni vlakni.
xty = V&P ep xpWEr#y

#xX(% Y) = ¥t i (p (A& 7)1 p7H @) X p7 () X #5 )
O

V obeh dokazih nastopa druZzina zveznih preslikav, odvisna od argumen-
tov iskanega predikata. V prvi trditvi bi na primer morali pokazati zveznost
preslikave #,-1(,=): X = $X, podane s predpisom x - #,-1,(z).
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2.1

2.2

PocGLAvJE 2

PROSTORI ZVEZNTH PRESLIKAV

2.1 TOPOLOGIE NA MNOZICI ZVEZNIH PRESLIKAV

Med topologijami na mnoZici zveznih preslikav
bomo izbrali tiste, ki so povezane s
transponiranjem, in pogledali njihovo urejenost.

Opogumljeni s kratkostjo in enostavnostjo sinteti¢nih dokazov se lotimo
perece tezave — obstoja eksponentov. Za motivacijo navedimo kruto dejstvo,
da eksponent poljubnih dveh topoloskih prostorov ne obstaja vedno. Pot do
konénega odgovora, nakazana v [5], nas bo vodila prek lastnosti prostora
C(X,Y), zato za¢nimo pri osnovah.

Definicija Topologija na prostoru €(X, Y) se imenuje:

e Sibka, ¢e iz zveznosti preslikave f: Z X X — Y sledi zveznost preslikave
f:Z-CXY),

e mocna, Ce iz zveznosti preslikave f Z — C(X,Y) sledi zveznost presli-
kave f: Zx X > Y.

Iz dokaza trditve 1.8 lahko sklepamo, da je eksponent YX edini prostor,
opremljen s topologijo, ki je hkrati Sibka in mo¢na. Taki topologiji re¢emo
eksponentna. Primer Sibke topologije je trivialna topologija na C(X, Y), saj je
vsaka preslikava f: Z — C(X, Y) zvezna.

Lema Topologija na prostoru C(X, Y) je mocna natanko tedaj, kadar je eval-
vacija evx-y: C(X,Y) X X — Y zvezna.

Dokaz Spomnimo se na enakost eVxy = idex v). Ker je identiteta vedno
zvezna, topologija na C(X, Y) pa je mocna, je zvezna tudi evalvacija.

Po drugi strani velja f = evx_,yo (]?X idx). Ceje f zvezna, je f kompozicija
zveznih preslikav in zato tudi sama zvezna. O
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S pomocjo te karakterizacije vidimo, da je diskretna topologija na C(X, Y)
vedno mo¢na. Vzemimo odprto mnozico V C Y. Vsak par

(f,%) € evyl (V)

ima odprto okolico
FIXfHV) Cevly (V)

zato je ev)‘(l_)Y(V) odprta, evalvacija zvezna in diskretna topologija mocna.
Sedaj pa upravic¢imo poimenovanja topologij.

Trditev Naj bosta M(X,Y) in 8(X, Y) prostora, zaporedoma opremljena s po-
liubno moc¢no in sibko topologijo na mnozici C(X,Y). Tedaj velja:

e Vsaka topologija, moc¢nejsa od topologije na M(X, Y), je moc¢na.
e Vsaka topologija, sibkejsa od topologije na 8(X,Y), je Sibka.

e Topologija na M(X, Y) je mocnejsa od topologije na 8(X, Y).
Dokaz Prvo in drugo tocko dokazemo tako, da transponiranko, ki slika v
mnozico C(X,Y), komponiramo Se z identiteto, ki slika v prostor s Sibkejso
topologijo in je zato zvezna.

Primerjavo med topologijama §(X, Y) in M(X, Y) dobimo tako, da najprej
vzamemo evalvacijo evx_,y: M(X,Y) X X — Y. Taje po lemi 2.2 zvezna. Ker
je topologija 8(X, Y) $ibka, je po definiciji 2.1 tudi preslikava

evxoy: M(X,Y) — 8(X,Y)

zvezna. Toda evy_,y = ide(x vy, zato ima prostor M(X, Y) moénejso topologijo
od prostora 8(X, Y). O

Ko smo uvedli interpretacijo lambda izrazov, smo lastnosti eksponenta
uporabili le pri interpretaciji abstrakcije in aplikacije. Abstrakcijo smo in-
terpretirali s pomodjo transponiranja, aplikacijo pa z evalvacijo. Torej smo
pri interpretaciji abstrakcije potrebovali Sibko, pri interpretaciji aplikacije pa
mocno topologijo. Interpretacija lambda izrazov je zato tesno povezana z
obstojem eksponentov — vse lambda izraze lahko interpretiramo le takrat,
ko obstajajo vsi eksponenti.

Kot bomo videli v primeru 2.21, v topoloskih prostorih eksponenti ne
obstajajo, zato se jim poskusajmo ¢imbolj pribliZati z obstoje¢imi prostori. Ker
je eksponentna topologija moc¢na in Sibka, je med drugim tudi najmo¢nejsa
Sibka topologija. Na to lastnost se zanesemo, ko is¢emo eksponentni sorodno
topologijo.

.....

opremljen z njo, pa oznac¢imoz X — Y.
Naravna topologija vedno obstaja in se v primeru, ko eksponentna topo-
logija obstaja, z njo ujema.
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diskretna

trivialna

Slika 2.1: Mreza topologij na C(X, Y), kadar YX obstaja.

—

Dokaz Izberimo si vse mnoZice U C C(X, Y), za katere je f~(U) odprta za
vsako zvezno preslikavo f: Z X X — Y. Ni tezko videti, da taka druZzina res
tvori topologijo, mi pa preverimo, da je ta topologija Sibka in hkrati moc¢nejsa
od poljubne Sibke.

Za vsako zvezno preslikavo f: ZX X — Y in odprto mnozicoU € X — Y
je Fl(U) po definiciji odprta. Zato je f\zvezna in topologija na X — Y je
Sibka.

Sedaj pa vzemimo Se poljubno Sibko topologijo 8(X, Y) in odprto mnoZico
U C 8(X,Y). Zapoljubno f: Zx X — Y je J? Z — 8(X,Y) zvezna, mnoZica
f~1(U) pa odprta. Torejje U odprta tudi v X — Y, zato je X — Y mocneja od
8(XY). m]

Z gotovostjo lahko trdimo, da je naravna topologija najboljsi priblizek
eksponentne. NajsibkejSe mo¢ne topologije nismo izpostavili, saj v sploSnem
ne obstaja. Videli bomo, da se v primeru, ko obstaja, ujema z eksponentno,
torej s tem nismo pridobili nobene nove topologije.

Ce topologije uredimo po moti, dobimo delno urejeno mnozico, ki ima
poleg tega strukturo polne mreZe. Kadar eksponent obstaja, so vse topologije
nad njim mocne, tiste pod njim pa Sibke. V tem primeru tudi mo¢ne in
Sibke topologije tvorijo polni mreZi. Hassejev diagram si lahko ogledamo na
sliki 2.1.

27



PROSTORI ZVEZNIH PRESLIKAV

diskretna

trivialna

Slika 2.2: MreZa topologij na €(X, Y), kadar Y* ne obstaja.

Ko pa eksponenta ni, njegovo vlogo prevzame naravna topologija. Ta je
Sibka, zato Sibke topologije spet tvorijo polno mreZo. Pri mo¢nih topologijah
pa se zgodba ne ponovi, saj presek vseh mo¢nih topologij tokrat ni moc¢na
topologija. Priblizno skico strukture si lahko ogledamo na sliki 2.2. S topo-
logijami, ki niso ne mo¢ne ne Sibke, se ne ukvarjajmo, kljub temu, da jih je
mnogo vec.

2.2 TOPOLOGIJE TOPOLOGIJ

Znanje o topologijah na preslikavah bomo prenesli
na odprte mnozice odprtih mnozic v topologiji
topologije.

Zvezne preslikave v prostor Sierpinskega natanko opisujejo topologijo
prostora X, zato je C(X, 5) najpomembnejsi primer prostora zveznih preslikav.
Ker smo odprte mnozice izenacili z zveznimi predikati, lahko topologijo s
C(X, S) prenesemo na O(X).

Ce opazujemo odprte mnozice odprtih mnoZic, ni odve¢ paziti, da ne
pride do zmesSnjave. Tako v primeru x € A € A recimo, da je x element
mnoZice A, mnoZica A pa clanica druZine A. Ce druzina A vsebuje odprto
poddruzino U, tako da velja A € U C A, imenujemo druzino A okolica mno-
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zice A. To imenovanje se razlikuje od ustaljenega, kjer je okolica mnozice A
taka mnozZica B, za katero obstaja odprta mnozica U, daje A C U C B.

2.5 Definicija Topologija na O(X) se imenuje:
e Sibka, kadar je za vsako odprto mnozico W C Z x X preslikava
W_:Z - 0(X),
definirana s predpisom
Wiz W, ={xeX|(z,x) e W},
zvezna. MnoZico W, imenujemo z-prerez mnoZice W.
e mocna, kadar je graf relacije vsebovanosti
I ={(Ux) e OX)x X |x e U}
odprta mnoZica.

2.6 Pripomba Topologija na C(X,5) je po lemi 2.2 mo¢na, kadar je evx_,s zvezna,
torej kadar je

eviLg(Th = {(xu, %) € €(X,8) x X | xu(x) = T}

odprta mnoZica. Poimenovanje topologij na O(X) tedaj dobimo s prenosom
pojmov med zveznimi predikati in odprtimi mnoZicami.

Eno najpreprostejsih topologij na O(X) dobimo, ¢e O(X) delno uredimo z
relacijo C. Druzina U C O(X) je odprta druZina Aleksandrova, kadar iz U € U in
UcCVeOX)sledi V e U. Druzino

MU ={VeOX) | UCV)

imenujemo zgornji odsek mnoZice U.

Tudi vse odprte mnozice, urejene z vsebovanostjo, tvorijo polno mrezo s
prazno mnoZico na dnu in vsem prostorom na vrhu. Odprte druzine Ale-
ksandrova si na taki mreZi lahko predstavljamo kot mnoZice, ki se pno do
vrha. Kljub temu, da je slika mreze odprtih mnozic podobna sliki mreZe
topologij, je med njima bistvena razlika. Pri prvi so elementi mreZe odprte
mnoZzice, pri drugi pa celotne topologije.

2.7 Lema Vse odprte druZine Aleksandrova tvorijo topologijo Aleksandrova, ki
je mocna topologija. Bazo topologije Aleksandrova tvorijo zgornji odseki

odprtih mnozZic.
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Slika 2.3: Odprta druzina U in zgornji odsek TU v topologiji Aleksandrova
na O(X).

Dokaz Preverimo, dataka druZina mnoZic res tvori topologijo, saj bomo njej
podobne druZine Se srecali. O¢itno sta ) in O(X) odprti druzini Aleksandrova.
Naj bosta U in V odprti druzini Aleksandrova in najbo U € U NV odprta ter
U C V € O(X). Po definiciji topologije Aleksandrovaje V € UWin V € V, zato
je Ve UNV. Torejje tudi U NV odprta druzina Aleksandrova.

Vzemimo $e druzino {U,}, odprtih druzin Aleksandrova. Ce mnozica U
lezi v uniji U, Uy, obstaja druzina Uy, da je U € Uy. Ceje U CV € O(X),
jeVel,cU u Uy Torej je tudi U u Uy odprta druzina Aleksandrova in vse
take druZine res tvorijo topologijo.

Topologija Aleksandrova je moc¢na, ¢e je graf I's odprt. Pokazimo, da ima
vsak par (U, x) € I's odprto okolico, ki prav tako leZi v grafu. Mnozica TU x U
je odprta, hkrati pa iz u € U sledi, da je u € V za vsak V € TU. Torej je
(U x) € TU x U C I's in graf vsebovanosti je odprt, topologija Aleksandrova
pa mocna. O

Odprte druzine Aleksandrova imajo lahko ,oster rob”. Ce si ogledamo
topologijo Aleksandrova na odprtih mnozZicah realnih stevilih, lahko re¢emo,
da naras¢ajoce zaporedje intervalov

(-1/2,1/2),(-2/3,2/3),(=3/4,3/4), ...
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Jkonvergira” k svoji uniji (-1, 1). Vendar vsi ¢leni zaporedja lezijo izven njene
(najmanjse) okolice T(-1, 1). To konvergenco odprtih mnozic formalizirajmo,
odprtim druZinam Aleksandrova pa zmeh¢ajmo rob.

Definicija Izberimo si druzino A € O(X). Odprto druzino Aleksandrova U
imenujemo A-aproksimativna, kadar v primeru, ko je A odprto pokritje neke
¢lanice U € U, torej je U C (JA, obstaja kon¢no podpokritje neke ¢lanice
Vel

Vzemimo druZino A in recimo, da v njej obstaja narascajoce zaporedje
U; € Up C -+ odprtih mnozic. Najbo U = |J; U; in U njena A-aproksimativna
okolica. Zaporedje Uy, Uy, ... pleza po mrezi O(X) in v limiti pokrije mnoZico
U € U. Tedaj pa obstaja kon¢no podpokritje {Uj, Uy, ..., Uy}, ki pokriva neko
mnozico V € U. Zato so vsi ¢leni zaporedja od U, dalje tudi v mnozici U.

Za poljubno druZino A vse A-aproksimativne druZine tvorijo topolo-
gijo T 4, kar pokazemo podobno kot v lemi 2.7 za topologijo Aleksandrova.

Lema Za vsako druZino A C O(X) je T4 mocna topologija.

Dokaz Spet pokazimo, da ima vsaka tocka v grafu vsebovanosti odprto
okolico, saj je v tem primeru graf odprt, topologija T4 pa moc¢na. Naj bo
(U, x) € I's. Lo¢imo dva primera.

Ceje x € U4, je x € V za neko odprto mnozico V € A. Tedaj zgornji
odsek T(U N'V) lezi v T4, saj A vsebuje kon¢no podpokritje {V} mnoZzice
UnV.Vtem primeruje (T(U N V)) x (U N V) odprta okolica para (U, x), ki je
vsebovana v I's.

Kadar pa x ne lezi v [ J A, druZina A ni pokritje nobene mnozice V € TU,
zato je druzina TU trivialno odprta in iskana okolica para (U, x) je (TU) x U.
V obeh primerih smo nasli odprto okolico za (U, x), ki je vsebovana v I's, zato
je T4 mo¢na topologija. ]

2.3 SCOTTOVA TOPOLOGIJA

Nasli bomo najpomembnejso topologijo na
mnoZici odprtih mnozic in z njo konéno na
sinteti¢en nacin opisali kompaktnost.

Poljubna A-aproksimativna druzina U ne vsebuje ,,odprtih” okolic vseh
svojih ¢lanic. Le zaporedja iz A, ki konvergirajo k U € U, so od nekod
naprej v U. Ce zaporedje ne lei v celoti v A, takega zagotovila nimamo.
Navajeni smo, da okolica to¢ke vsebuje dovolj pozne ¢lene vseh zaporedij, ki
konvergirajo k tej tocki.

Tak pogoj preprosto vsilimo tudina topologijo na O(X). Presek topologij je
topologija, zato vzamemo kar presek vseh A-aproksimativnih topologij. Tako
porojeno topologijo imenujemo Scottova topologija. Ce je U Scottovo odprta
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Slika 2.4: Odprta druzina U in zaporedje v Scottovi topologiji na O(X).

druZina, vsako odprto pokritje ¢lanice U € U vsebuje kon¢no podpokritje
neke druge ¢lanice V € U.

2.10 Trditev Scottova topologija je naravna.

Dokaz Ker je Scottova topologija presek mo¢nih topologij, je zaradi ureje-
nosti topologij na C(X, Y) po trditvi 2.3 moc¢nejsa od poljubne Sibke topolo-
gije. Ce pokaZemo, da je za poljubno odprto mnoZico W C Z x X preslikava
W_: Z — O(X) zvezna, je Scottova topologija po definiciji 2.5 tudi Sibka.

Najbosta z € Zin U okolica odprte mnozice W,. Izberimo si vse kvadratne
odprte mnozice U, XV, C W, za katereje U, okolica tocke z. Kerje mnoZzica W
odprta, je druZina odprtih mnozic {V},, pokritje mnozice W..

Ker je druZina U Scottovo odprta okolica W, v njej obstaja konéno podpo-
kritje {V1, V2,..., V,} neke mnozice V € U. Po drugi strani je za pripadajoce
mnozice {Uy, Uy, ..., Uy} njihov kon¢en presek U = U; NUp N ---N U, okolica

tocke z.
Kerje UXxV C W, za poljuben u € U velja V € W,,, zato je W_(U) € Uin
preslikava W_ je zvezna. O

Iz konstrukcije Scottove topologije vidimo, da najSibkejSa moc¢na topolo-
gija na O(X) ne obstaja nujno. V tem primeru bi morala biti Sibkejsa od vseh
A-aproksimativnih topologij, zato bi bila Sibkej$a tudi od njihovega preseka.
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Ta presek pa je Scottova topologija, ki je Sibka. NajSibkejSa moc¢na topologija
bi bila zato mo¢na in Sibka hkrati, torej bi bila eksponentna. V primeru 2.21
vidimo, da eksponentna topologija na O(Q), kjer so Q racionalna stevila, opre-
mljena z evklidsko topologijo, ne obstaja. Zaradi tega bo mnoZica O(X), ¢e ne
re¢emo drugace, vedno opremljena s Scottovo topologijo.

Definicija Scottove topologije disi po kompaktnosti, zato si z njo poma-
gamo pri sinteti¢ni karakterizaciji.

Lema DruZina 1K je v prostoru O(X) Scottovo odprta natanko tedaj, ko je K
kompaktna podmnoZica prostora X.
Dokaz Vzemimo najprej Scottovo odprto druzino TK in odprto pokritje
{U,}, mnozice K. Tedajje | u U, odprta mnozica, ki vsebuje K, zato lezi v TK.
Ker je ta druzina Scottovo odprta, obstaja kon¢no podpokritje {Uy, Uy, ..., Uy}
neke druge c¢lanice V € TK. Toda to pokritje mnoZice V pokriva tudi mnozi-
co K, ki je zato kompaktna.

Ce pa je K kompaktna mnozica in {Uy}, odprto pokritje neke ¢lanice
V € 1K, je {U,}, tudi odprto pokritje mnozice K. Zaradi kompakinosti obstaja
konéno podpokritje {Uy, Uy, ..., Uy}, ki pokriva K. Kerje U = U;UULU---UU,
odprta mnoZica, ki vsebuje K, je U € TK. Nasli smo konéno podpokritje neke
druge ¢lanice druzine 7K, zato je ta druzina odprta. m]

Tudi kompaktnost smo prevedli na odprtost ene same mnoZice, tokrat v
prostoru O(X). To odprtost prevedimo Se na zveznost karakteristi¢ne presli-
kave druZine TK. Kdaj je U € TK? Po definiciji druzine 1K je to takrat, ko je
K c U. Ce se spomnimo e definicije podmnozic, pa je to tedaj, ko velja

YVxeKxel.

Uporabimo Se zvezo med odprtimi mnoZicami in zveznimi predikati na pro-
storu X, da dobimo
UelK < VxeKyuk).

Trditev PodmnoZica A prostora X je kompaktna natanko tedaj, kadar je uni-
verzalni kvantifikator V4 : (X — §) — 5, podan s predpisom

T Cezavsakx € Aveljap(x)=T,

Varpe .
1 sicer,

zvezna preslikava.

Popravimo $Se definicijo odkritosti in pokazimo, da je vsaka podmnoZica
topoloskega prostora odkrita.

Definicija PodmnozZica A prostora X je odkrita natanko tedaj, kadar je eksi-
sten¢ni kvantifikator 34: (X — §) — §, podan s predpisom

{T Ceobstajax € A, dajep(x) =T,
da:pe )
1 sicer,
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zvezna preslikava.

Trditev Vsaka podmnoZica A poljubnega topoloskega prostora X je odkrita.

Dokaz Kvantifikator 34 je zvezen, ¢eje druzina 3, ({T}) odprta. To druzino
v Scottovi topologiji izena¢imo z druzino

A={UeOX) | UNA+0}.

Naj bo {U;}, odprto pokritje neke mnozice U € A. Ker {U,}, pokriva tudi
mnozico U N A, v tem pokritju obstaja neka ¢lanica Uj, ki ima z mnoZico A
neprazen presek. Kon¢no podpokritje {U;} pokriva mnozZico U; € A, zato je
druzina A Scottovo odprta in kvantifikator 3, je zvezen. |

Ce se e enkrat ozremo na sinteti¢ne karakterizacije, vidimo, da v njih
nastopajo le eksponenti oblike $X. Ker ima prostor $ enostavno zgradbo,
upamo, da vsaj eksponent $* obstaja za poljuben prostor X. Lepa, a kruta
trditev pa nam to upanje hitro pobije.

Trditev Eksponent $X poljubnega topoloskega prostora X obstaja natanko
tedaj, ko za vsak prostor Y obstaja eksponent YX.

Dokaz Dokazatije potrebno le eno smer sklepa, saj je druga o¢itna. Pokazi-
mo, da Sibke topologije na O(X) inducirajo Sibke, moc¢ne pa mocne topologije.
Eksponentna topologija bi zato na C(X, Y) inducirala eksponentno topologijo
in eksponent Y* bi obstajal.

S topologijo T na O(X) inducirana topologijana C(X, Y) je topologija, podana
s podbaznimi druzinami oblike

SWUV)={feCXVIf (V) ew,

kjer sta U € T odprta druZina in V € O(Y) odprta mnozica.

Najprej si na O(X) izberimo $ibko topologijo in pokaZzimo, da iz zvezno-
sti f: ZXx X — Y sledi zveznost preslikave f Z — C(X,Y). Dovoljje, da
pokaZemo, da so praslike podbaznih druzin Fl(S(u, V)) odprte.

Ker je f zvezna preslikava, je W = f~}(V) odprta mnoZica. Iz enakosti

W, ={xe X|(z,x) € W}
={xeX]| f(z,x) eV}

=(xeX| fR)(x) € V)
= f (V)

sledi, da je W, € U natanko tedaj, kadar je ﬂz)‘l(V) € U oziroma kadar ﬂz)
lezi v S(U, V). Ce se znebimo spremenljivke z, dobimo

£, V) = Wil .
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Zaradi Sibkosti topologije T je preslikava W_ po definiciji 2.5 zvezna, zato
je Fl(S(u, V)) odprta mnozica in preslikava j?je zvezna.

Sedaj pa si za T izberimo moc¢no topologijo. Po lemi 2.2 moramo pokazati,
da je evalvacija evx,y: C(X,Y) X X — Y zvezna, saj je tedaj topologija na
C(X,Y) moc¢na. Vzemimo odprto mnozico V C Y in pois¢imo odprto okolico
para (f,x) € ev;_)Y(V).

Ker je x € f~1(V), je (f"'(V),x) € I's. Topologija T je mo¢na in graf I's
je po definiciji 2.5 odprt. Zato ima par (f~(V), x) gkatlasto odprto okolico
U X U C T, torej velja f~1(V) € U oziroma f € S(U, V).

Pokazimo, da okolica S(U, V) x U lezi v evg(l_)Y(V) C CXY)x X. Za
poljuben par (g,x") € S(U, V) x U velja (¢71(V),x’) € Ux U C T, zato je
x" € ¢"Y(V) oziroma g(x') € V. Praslika ev;(l_)Y(V) je odprta, evalvacija je
zvezna in inducirana topologija je mo¢na. m]

Kljub temu, da trditev 2.15 ni vzpodbudna, nam vseeno nudi odsko¢no
desko za $tudij eksponentov. Eksponent YX obstaja, &e obstaja eksponent $%.
Ta pa obstaja, ¢e je Scottova topologija tudi moc¢na in s tem eksponentna.

2.4 JEDRNO KOMPAKTNI PROSTORI

Prostore, ki imajo eksponente, bomo opisali na
klasi¢en nacin: z goro tock, okolic in pogojnim
stavkom.

Zvezomed pokritji ene in kon¢nimi podpokritji druge mnozice, ki je nasto-
pala v definiciji A-aproksimativnih in Scottove topologije, lahko posplosimo
do relacije. Pravimo, da je odprta mnoZzica U dale¢ pod odprto mnozico V,
kar oznac¢imo kot U < V, ¢e vsako pokritje mnoZice V vsebuje konéno pod-
pokritje mnoZice U. Primer takega para dobimo, kadar obstaja kompaktna
mnoZica K, daveljaU CKC V.

Definicija Prostor X je jedrno kompakten, &e za vsako odprto okolico V tocke x
obstaja odprta okolica U toc¢ke x, da velja U < V.

Jedrna kompaktnost je ekvivalentna pogoju, da je vsaka odprta mnozi-
ca V unija vseh odprtih mnoZic U, za katere je U < V. Opazimo $e, da so vsi
lokalno kompaktni prostori tudi jedrno kompaktni.

Lema Ce je X jedrno kompakten in je odprta mnozica U dale¢ pod odprto
mnoZico W, potem obstaja odprta mnoZica V, da veljal < V < W.
Dokaz Naj bo {U,}, druzina vseh odprtih mnozic U, za katere obstaja V,
daje U, <V < W. PokaZimo, da je ta druZina zaprta za kon¢ne unije. Ceje
Uy < Vi<Winl < Vo < W,je U, Uy < ViUV, Podrugi strani zlahka
preverimo, daje ViUV, < W, zatoje U1 Ul < V1 UV < W

Ker je prostor X jedrno kompakten, je W unija vseh V < W, vsaka mno-
Zica V pa unija vseh U, < V. DruZina {U,}, je torej pokritje mnozice W, zato
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obstaja kon¢no podpokritje {Uy, Uy, ..., Uy}, ki pokriva mnoZzico U < W. Ker
je druzina {U,}, zaprta za kon¢ne unije, obstaja tak V, da je

UCcUWUlhUu---Ul) < VWV,

Lema Ce je X jedrno kompakten, druZine
fu={veoX U<V},

kjer je U C X odprta mnoZica, tvorijo bazo Scottove topologije.

Dokaz Takoj vidimo, da je U odprta druzina Aleksandrova. Izberimo si
odprto pokritje {U,}, mnozice W € fU. Kerje U < W, po lemi 2.17 obstaja
mnozica V, daje U < V < W. Po eni strani pokritje {U,}, vsebuje kon¢no
podpokritje mnozice V, po drugi strani pa je V € TU, zato je U odprta.
Izberimo $e mnozico W in njeno odprto okolico W. Vse mnozice U, < W
tvorijo odprto pokritje W, zato pokritje {U,}, vsebuje kontno podpokritje
{Uy, Uy, ..., U,} neke druge mnozice V € W. Ker je druZina {U#}u zaprta za
kon¢ne unije,je V C (U3 VU, U...UU,) < W. Torejima W tudi bazno okolico
v cw. O

Ce je prostor X lokalno kompakten, je kompaktno-odprta topologija tudi
eksponentna, zato eksponent $X obstaja. Ta pogoj je zadosten, ni pa potreben
[6], toda enostavnega protiprimera trenutno Se ni. Ker je jedrna kompaktnost
posplositev lokalne kompaktnosti, sumimo, da je tako potreben kot tudi
zadosten pogoj.

Izrek Prostor X je jedrno kompakten natanko tedaj, kadar obstaja ekspo-
nent YX za poljuben prostor Y.

Dokaz Eksponent YX bo obstajal natanko tedaj, kadar bo obstajal ekspo-
nent $%. Ta pa obstaja, e je Scottova topologija na O(X) motna, kar je po
definiciji 2.5 takrat, ko je graf vsebovanosti odprt.

Vzemimo jedrno kompakten prostor X in pois¢imo okolico poljubnega
para (V,x) € I's. Zaradi jedrne kompaktnosti obstaja okolica U tocke x, da je
U < V oziroma V € fU. Ker iz U < W sledi U C W, je iskana okolica para
(V,x) mnozica TU x U C Ts.

Za dokaz druge smeri vzemimo x € V in odprto pokritje {U,}, mnoZice V.
Ker je graf I's odprt, obstajata odprti okolici U mnoZzice V in U tocke x, da
jeUx U c TI's. Kerje {U,}, odprto pokritje V, obstaja kon¢no podpokritje
{Uy, Uy, ..., U,} mnozice W € U. Todaiz U X U C T sledi, daje U € W, zato
{Uy, Uy, ..., U,} pokriva tudi U. Prostor X je torej jedrno kompakten. m|
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Za konec si oglejmo $e jedrno kompaktne Hausdorffove prostore in kom-
paktno-odprto topologijo, ki je v klasi¢ni topologiji najpogosteje uporabljana
topologija na prostorih zveznih preslikav.

Trditev Hausdorffov prostor X je lokalno kompakten natanko tedaj, kadar je
jedrno kompakten.

Dokaz Vsak lokalno kompakten prostor je tudi jedrno kompakten, zato
pokazimo le drugo smer trditve. Najprej pokazimo, da v Hausdorffovem
prostoru iz U < V sledi U C V. Izberimo si totko z ¢ V. Ker je prostor X
Hausdorffov, za vsak x € V obstajata disjunktni odprti okolici U, totke x
in W, tocke z. Ker je {Uy}, pokritje mnoZice V, obstaja kon¢no podpokritje
{Uy, Uy, ..., U,} mnoZzice U. Presek pripadajo¢ih mnozic W, = Wi n---N W,
tega pokritja ne seka, zato je Z, = X \ W, zaprta mnoZica, ki vsebuje mno-
zico U in ne vsebuje tocke z. Torej za presek Z = (), Z; vellaU € Z C V in
zaprtje U lezi pod V.

Sedaj pa vzemimo U < V in pokaZimo, da je mnoZica U kompakina.
Naj bo {U,}, njeno pokritje. Po lemi 2.17 obstaja odprta mnozica W, da je
U< W< V. Kerje {U}, UV \ U) pokritie mnoZice V, obstaja konéno
podpokritie {U;, Uy, . .., U,} mnoZice W in po prej$njem tudi mnozice U C W.
Mnozico V \ U lahko iz tega podpokritja izpustimo in s tem dobimo iskano
podpokritie mnozice U. m|

Sedaj zlahka najdemo primer, ki utemelji skrbi o obstoju eksponentov v
topoloskih prostorih.

Primer Ce racionalna $tevila Q opremimo z evklidsko topologijo, dobimo
Hausdorffov prostor, ki ni lokalno kompakten. Torej Q ni jedrno kompakten
in eksponent $% ne obstaja.

Trditev Ce je Hausdorffov prostor X lokalno kompakten, je kompaktno-
odprta topologija na prostoru C(X, Y) eksponentna za poljuben prostor Y.

Dokaz Iz trditve 1.23 sklepamo, da je kompaktno-odprta topologija ve-
dno SibkejSa od naravne oziroma eksponentne, ¢e je X jedrno kompak-
ten. PokaZimo, da so vse podbazne mnoZice prostora YX odprte tudi v
kompaktno-odprti topologiji.

Prostor X je jedrno kompakten, zato po trditvi 2.15 na C(X, Y) obstaja
eksponentna topologija, ki ima za podbazo mnoZice oblike

SW,V)={feCX VI f i (V)ew,

kjer sta V C Y odprta mnoZica in U C O(X) Scottovo odprta druZina. Zaradi
enakosti S(U, Uy, V) = U, S(Uy, V) je dovolj, da si ogledamo le primer, ko je
U bazna druZina. Za jedrno kompakten prostor X so to ravno druZine TU,
kjer je U C X odprta mnoZica.
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Vzemimo podbazno mnozico S(TU, V) in jo zapigimo kot
SAUV)={f: X=>Y|f WV eful={f: X>Y|U< fYV)}.
Po trditvi 2.20 je U < f~'(V) natanko tedaj, ko je U C f~'(V), zato je
SFUV)={f: X=>YIUC VI ={f: X>Y|fU)CV),

ta mnoZica pa je v kompaktno-odprti topologiji odprta, saj iz U < f~1(V)
sledi tudi to, da je u kompaktna. m]

2.5 SIBKI EKSPONENTI

Po veliko korakih bomo prisli do $e enega
priblizka eksponenta, ki bo imel vse iskane
lastnosti, a bo v njem preve¢ odve¢nih preslikav.

Zatecimo se Se k zadnji moZnosti. Recimo, da prostor X lahko vloZimo v
jedrno kompakten prostor X. Ce lahko preslikavo f: Z x X — Y razsirimo
do f’: Zx X = Y, jo lahko tudi transponiramo in dobimo f’: Z — YX. Tedaj
velja tudi enakost f = evg_,y o (f’ X idx).

Prostor YX seveda ni enak eksponentu Y%, saj so v njem preslikave, defi-
nirane izven prostora X. A vseeno iz vsake zvezne preslikave lahko dobimo
tako, ki igra vlogo transponiranke. Konstrukcija, katere ideja se skriva v [2],
je rahla posplositev konstrukcije v [8], narejena za poljubne in ne le za To-
prostore. Preden se te konstrukcije lotimo, se vprasajmo, kdaj lahko prostor X
vloZimo v jedrno kompaktnega in kdaj lahko poljubno preslikavo razsirimo
s podprostora na ves prostor.

Definicija Prostor Y je injektiven, kadar za poljubno vloZitev i: X — X’ in
preslikavo f: X — Y obstaja razsiritev f': X’ — Y.

X

Pokazimo, da je prostor Sierpinskega injektiven. Naj bo X vloZen v X".
Vsaka preslikava iz X v § je karakteristi¢na preslikava yy: X — § odprte
mnoZice U. Ker je X vloZzen v X’, je U = U’ N X za neko odprto U’ C X’ in
Xu: X' — §je iskana razsiritev.

Trditev Ce so vsi prostori druZine {Y,}, injektivni, je tudi njihov produkt
Y = ]I, Yy injektiven prostor.
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Dokaz Imejmo preslikavo f: X — Y in vlozitev i: X — X’. Za vsako
projekcijo pr,: Y — Y je f, = pr, o f zvezna preslikava, zato obstaja njena
razsiritev f; na ves prostor X’. Vse te preslikave lahko po definiciji produktne
topologije zdruZimo v zvezno preslikavo f': X’ — Y.

Y
! Q,
N . A
X —1.f, Y,
. 3.If /,,:»%Q
X/

O

Vzemimo prostor X. Prostor Sierpinskega je injektiven, zato je po trdi-
tvi2.24 tudi prostor [ [ cx Sinjektiven. Vsaka tocka tega produkta ustreza neki
podmnozici prostora X. Imamo namre¢ naravno bijekcijo ®: [],x S — P(X),
podano z @: (sy)rex F {x | sy = T}. ZaradilaZje predstave to produktno topo-
logijo prenesimo na topologijo potené¢ne mnoZice in pripadajoci prostor P(X)
imenujmo potencni prostor mnoZice X.

Bazna mnozica produkta [[,cx5 je produkt odprtih mnozic v S, ki pa
so le na konéno mnogo komponentah F = {x1,xy,...,x,} razlicne od vsega
prostora §. Edina preostala odprta mnozica, ki produkt naredi neprazen, je
mnoZica {T}. Ce potegnemo vzporednico s podmnoZicami v P(X), dobimo
bazno druzino vseh mnozic, ki za podmnoZico vsebujejo F. Bazo poten¢nega
prostora zato tvorijo vse druZine TF, kjer je F C X kon¢na mnoZica.

Lema DruZina A C P(X) je odprta natanko tedaj, koiz A € A in A C B sledi
B € A ter vsako (ne nujno odprto) pokritie mnoZice A € A vsebuje kon¢no
podpokritje neke druge mnoZice F € A.

Dokaz Vzemimo odprto mnoZico A, neko njeno ¢lanico A in njeno pokritje
{Auly. Kerje A odprta, obstaja taka kontna mnozica F, daje A € TF C A. Tedaj
pa ocitno obstaja kon¢no podpokritje mnoZice F € TF C A. Kerje A € TF, tudi
za vsako tako mnozico B, daje A C B, velja B € TF C A.

Za dokaz druge strani vzemimo druzino A, ki zados¢a pogojem trditve, in
A € A. Ker je {{a}}sea pokritje mnoZice A, obstaja kon¢no podpokritje F neke
druge mnozice F € A. Iz prve lastnosti druzine A sklepamo, da je TF C A.
Vsaka ¢lanica A € A ima zato v A neko bazno okolico in A je odprta. m]

Tako podana topologija je podobna Scottovi topologiji na O(X). V resnici
sta obe poseben primer Scottove topologije, s katero lahko opremimo vsako
delno urejeno mnozico.
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Lema Prostor P(X) je injektiven in jedrno kompakten.

Dokaz Po definiciji je prostor P(X) homeomorfen produktu [],.x S, ta paje
po trditvi 2.24 injektiven. PokaZimo, da so vse bazne mnoZice TF kompaktne.
Tedaj je prostor lokalno in zato tudi jedrno kompakten.

Naj bo {U,}, odprto pokritje druzine TF. Ker je F € TF, obstaja neka
¢lanica pokritja U, v kateri leZi F. Ker je U odprta, je TF € U in iskano kon¢no
podpokritje je kar {U}. m|

Trditev Vsak topoloski prostor X lahko vloZimo v injektiven in jedrno kom-
pakten prostor.

Dokaz Ce vzamemo To-prostor X, ga lahko vloZimo v prostor P(O(X)), ki
ima po lemi 2.26 Zelene lastnosti. Vsako to¢ko x € X bi slikali v druZino njenih
odprtih okolic

Ne={UeOX)|xeU}.

Ker Zelimo delati s poljubnimi prostori, pa taka preslikava ni nujno injektivna.
Injektivnost doseZemo tako, da prostor P(O(X)) pomnozimo s prostorom X’,
ki je kar prostor X, le da je opremljen s trivialno topologijo.

Prostor X’ je o¢itno injektiven, zato je po trditvi 2.24 injektiven tudi prostor
X = X’ x P(O(X)). Zaradi trivialnosti prostora X’ pa je X tudi jedrno kom-
pakten. PokaZimo, da je injektivna preslikava i: X — X, podana s predpisom
i: x > (x,Ny) vlozitev.

Preslikava i je zvezna, e je slika vsake bazne mnozice v X odprta. Te
bazne mnoZice pa so oblike X’ X TF za neko kon¢no druzino ¥ = {U;, ..., Uy,}.
Vedno velja x € X', zato je i(x) € X’ X 1J takrat, kadar je Nx € TF. V tem
primeru je J C Ny, torej so vse mnoZice v F okolice tocke x, zato je

X xtH=Un---NU,

odprta mnoZica, i pa zvezna preslikava.

Dokazimo, daje slika i(U) = {(x, Ny) | x € U} odprta v i(X) za vsako odprto
mnoZico U € X. To sledi iz enakosti i(U) = i(X) N (X" X TTU) in odprtosti
mnozice TTU v P(O(X)).

Vedno velja i(U) C i(X), ¢e paje (x,Ny) € i(U), velja tudi x € U, od koder
sledi U € Ny, zatoje tudi TU € Nyin Ny € TTU. Torejjei(U) C i(X)N(X'XTTU).
Ce pa si izberemo par (x,Ny) € i(X) N (X’ x TTU), po enakem premisleku
sklepamo, daje U € Nx in x € U.

Kerje U € O(X), je TU € P(O(X)), zato je TTU bazna odprta mnozica. Slika
i(U) je odprta v podprostoru i(X), zato je i vloZitev. m|

Pogoji za konstrukcijo priblizka eksponenta, ki smo jo orisali v zacetku
razdelka, so sedaj izpolnjeni.

Definicija Prostor W skupaj z zvezno preslikavo e: W x X — Y je sibki ek-
sponent prostorov X in Y, kadar za vsako zvezno preslikavo f: Zx X — Y
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obstaja zvezna preslikava f’: Z— W,daveljaf=eo (J/’\’ X idx).

Wx X
)

]?’Xidxé ;\

Y

Z XX

Vsak eksponent Y¥ je tudi gibki eksponent, la da je v tem primeru presli-

kava f’ natan¢no dolo¢ena. V nasem primeru, ko transponiramo preslikave
z razsirjenega prostora, to ni res, saj njihovega vedenja izven podprostora ne
omejujemo.

Trditev Za poljubna topoloska prostora X in Y obstaja njun $ibki eksponent.

Dokaz Po trditvi 2.27 obstajata vloZitvi prostorov X in Y v injektivna in
jedrno kompaktna prostora X in Y. Za zvezno preslikavo f: Zx X — Y, je
tudi iy o f zvezna preslikava v injektiven prostor. Prostor Z x X je s preslikavo
idz X ix vloZzen v Z x X, zato lahko preslikavo iy o f raz§irimo do zvezne
preslikave f': Zx X — Y. Poleg tega je tudi prostor X jedrno kompakten,

zato je tudi transponiranka f ': Z — YX zvezna.

idz X ix §\

Z XX

Ker naj bi Sibki eksponent predstavljal prostor nad mnoZico C(X,Y), iz
prostora Y* izberemo le tiste funkcije, ki X slikajo v Y, natan¢neje podprostor

= {g € YX| g(ix(X)) Ciy(Y)} .

O¢itno je za vsako zvezno preslikavo f: ZxX — Ypreshkava f’(z ) € W. Zato

preslikavi f zmanj$amo kodomeno, da dobimo f Z—-W.
Ko prostor W imamo, iS¢emo preslikavo e: W X X — Y, ki opravlja delo
evalvacije. Oglejmo si, kako evy_,y deluje na W X ix(X). Ob taki zozitvi velja

evyv(8(2), ix(x)) = 8(z)(ix(x)) € ix(Y) .
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Torej tudi evalvaciji lahko zmanjS$amo domeno in kodomeno, da dobimo
evy: WX Zx(X) - Zy(Y)

Ker sta prostora iy(Y) in Y homeomorfna, je i;l : iy(Y) = Y homeomortfi-
zem, s pomocjo katerega sestavimo preslikavo e = i;l o evy o (idw X ix).

i_l

W x ix(X) S () —— Y
idy X ix g
Wx X ¢
f’ X idx
ZxXX

Racunajmo.

(e o (f X idx))(z, %) = e(f'(2),x) =
= (iy! o eviy o (idw X ix))(f'(2),x) =
= i) (f (2)(ix(v))) =
= i (iy(f(z %)) =
= f(z,x)

Od tod sledi, daje f = eo (]?’ X idx) in prostor W skupaj s preslikavo e tvori
Sibki eksponent prostorov X in Y. m|

Opozorimo na dejstvo, da je skonstruirani $ibki eksponent precej lep,
saj je prostor nad mnozico preslikav in tudi preslikava e je le malenkostno
popravljena evalvacija. V definiciji 2.28 ne enega ne drugega nismo zahtevali
in prostor W bi lahko bil precej dale¢ od prostora preslikav.

Kljub vsej lepoti pa je v W ,prevec” ,prevelikih” funkcij. Zakaj ne bi
tistih preslikav, ki inducirajo enake preslikave med X in Y, izenacili? Sama
od sebe se ponuja kvocientna preslikava g: W — C(X, Y), ki preslikavo f zoZi

na preslikavo q(f) = i;l ofoix: X—Y.

. i1
X —2X i) (YY) —— ¥

V trditvi 3.8 bomo videli, da je prostor W/qg homeomorfen prostoru X — Y.
Nam tedaj preslikava e: W x X — Y porodi preslikavoe’: (X - V)X X — Y,
ki bi igrala vlogo evalvacije? Zal ne. To se zgodi le tedaj, ko je preslikava
g X idx kvocientna, kar pa velja natanko tedaj, ko je X jedrno kompakten.
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W x X Y
g X idx //;@
X->Y)xX

S tako konstrukcijo ne pridobimo ni¢esar, zato moramo konstrukcijo kvo-
cienta posplositi do te mere, da se znebimo odvec¢nih preslikav, hkrati pa
lahko iz njega izlus¢imo evalvacijo.
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3.1

PoGLAVIE 3

POSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

3.1 EXVILOSKI PROSTORI

Ker je kvocientni prostor prevet tog, ga bomo na
razdelili na ve¢ delov in mu potem zlahka
zavladali.

Iskanje strukture, ki tesno povezuje topoloske prostore in ekvivalen¢ne
relacije, nas hitro pripelje do ekviloskih prostorov. Te je uvedel Dana Scott [3, 8],
ko je iskal kategorijo, ki bi nudila dobre temelje za interpretacijo ra¢unalniskih
programov.

Eno takih kategorij tvorijo Ze topoloski prostori. Podatkovne tipe lahko
interpretiramo s topoloskimi prostori, podatke s to¢kami v njih, programe pa
z zveznimi funkcijami. Slaba lastnost topoloskih prostorov pa je ravno v od-
sotnosti nekaterih eksponentov, zaradi ¢esar s programi ne moremo rac¢unati
tako svobodno kot z ostalimi podatki.

Nove podatkovne strukture tvorimo s kombinacijo osnovnih, tako da
izenacimo dolo¢ene elemente. Racionalna Stevila lahko predstavimo s parom
celih Stevil, ¢e para (a,b) in (c, d) izena¢imo, kadar velja ad = bc. Tu se skriva
ideja konstrukcije ekviloskih prostorov. Te dobimo tako, da si za osnovne tipe
izberemo topoloske prostore in jih nato opremimo z ekvivalen¢no relacijo.

Definicija Ekviloski prostor E je trojica (|E|, ||E||, gg), kjer so |E| topoloski prostor,
||E|| mnoZzica in gg: |E| — ||E|| surjektivna preslikava.

Preslikava f: ||E|| — ||F|| je ekvivariantna, kadar obstaja zvezna preslikava
f": |[E| = [|F|, za katero velja gr o f" = f o gE.

yE qr

IEll ——— IIFIl
f
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V izvirni definiciji ekviloskih prostorov ima prostor |E| lastnost Ty. Taki
ekviloski prostori so bolj primerni za ra¢unalnistvo, a toliko manj za topolo-
gijo, zato to zahtevo izpustimo. Poleg tega je bil ekviloski prostor v izvirniku
podan z ekvivalenéno relacijo in ne s surjektivno preslikavo. Ti dve definiciji
sta ekvivalentni, ker pa je smisel sinteti¢ne topologije ¢imve¢ stvari opisati s
preslikavami, se za slednjo definicijo nismo odlo¢ili.

Trditev Ekviloski prostori skupaj z ekvivariantnimi preslikavami tvorijo ka-
tegorijo ekviloskih prostorov Equ.

Dokaz te enostavne trditve izpustimo. MnoZico vseh ekvivariantnih pre-
slikav med ekviloskima prostoroma X in Y bomo oznacili z Equ(X, Y), tako
kot je C(X, Y) standardna oznaka za mnoZico morfizmov med objektoma X
in Y v kategoriji C.

Trditev Kategorija ekviloskih prostorov ima kon¢ne produkte.

Dokaz Vzemimo ekviloska prostora E in F in dokaZimo, da je prostor
(IEIX ||, [[EII % ||F1l, g£ X qF) skupaj s projekcijama prg; in pryg njun kategori¢ni
produkt.

Pre
IE] A IE| X |F|
Y ’ yeo)
e ‘{ ‘OD\ %
i
qE |P| 7 |F|
qp qe X qr
Prie)
IEI| IEI| X ||F]| qr
, o
0\ 7
U \'\\‘ %
IIPI| 3l

Zaradi surjektivnosti preslikav g¢ in gr je tudi gg Xgr surjektivna. Vzemimo
par ekvivariantnih preslikav f: P — Ein g: P — F. Zaradi teh dveh preslikav
obstajata zvezni preslikavi f’: |[P| — |E| in g’: |P| — |F|, ki naredita levo in
sprednjo ploskev komutativno.

Po definiciji produkta ||E|| X ||F|| obstaja enolicno dolofena preslikava
(f,9: IIPIl = lIEIl X |IF|l, za katero spodnja ploskev komutira. S preslikavo
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3.1 EKVILOSKI PROSTORI
(f’,&"): IP| = |E| X |F| komutira tudi zgornja ploskev. Preverimo $e, da je

@eXxqr)o(f,8)=@eo f,qrog’) =
=(foqr,gogr) =
=(f,8)oqpr,

zato je (f, ) ekvivariantna preslikava in res smo skonstruirali produkt. O

Spomnimo se, da smo hoteli eksponent topoloskih prostorov dobiti s kvo-
cientom Sibkega eksponenta. To idejo lahko v kategoriji Equ pripeljemo do
konca. Malce jo moramo spremeniti, saj moramo sestaviti eksponent poljub-
nih ekviloskih prostorov in zato paziti tudi na ekvivariantnost preslikav.

Na tem mestu moramo posei po orodjih teorije kategorij. Definicije
in trditve bomo vefinoma le navrgli, primere, razlage in dokaze pa bomo
izpustili, ker za njih ni prostora. Poleg tega obstaja odli¢na literatura [1, 7], v
kateri se nahajajo.

Definicija Objekt Y* skupaj z morfizmom evy_,y: YX x X — Y je eksponent
objektov X in Y, kadar za vsak morfizem f: Z x X — Y obstaja natanko en

morfizem f: Z — YX, da velja f = evx_y o (f X idx).

eVy_,
YXxx 22X2Y |y

*

]?\X idxi gx

ZxX

Kategoriji, ki je zaprta za konstrukcijo kon¢nih produktov in eksponentov,
pravimo kartezi¢no zaprta kategorija. 1zkaZe se, da so kartezi¢no zaprte kate-
gorije natanko tiste, v katerih lahko interpretiramo lambda rac¢un, saj lahko s
pomocjo transponirank in evalvacije interpretacijo podamo na podoben naéin
kot v topoloskih prostorih.

Izrek Kategorija ekviloskih prostorov ima eksponente.

Dokaz Za eksponent vzemimo podprostor vseh preslikav iz Sibkega ek-
sponenta, ki inducirajo ekvivariantne preslikave, skupaj z o¢itno surjekcijo v
mnoZico ekvivariantnih preslikav.

Zat¢nimo z ekviloskima prostoroma E in F. Naj bo W Sibki eksponent
prostorov |E| in |F|. Kdaj preslikava iz W inducira ekvivariantno preslikavo?
Za |FE| si izberimo podprostor vseh preslikav f’ € W, za katere obstaja ekvi-
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variantna preslikava f: ||E|| — ||F||, ki naredi spodnji diagram komutativen.

(Kgr, idg) e

|E| W X |E|

|Fl

Zaradi ekvivariantnosti je ustrezna preslikava f ena sama, saj je s predpi-
som f(ge(x)) = ge(e(f’, x)) dolotena na vseh ekvivalenénih razredih. Za ||FE||
vzemimo mnoZico vseh ekvivariantnih preslikav med E in F in pokazimo, da
predpis f’ — f dolo¢a surjekcijo gpz: [FE| — |[FE||.

Ceje f: E — F ekvivariantna preslikava, obstaja f': |E| — |F|, za katero
velja gr o f' = f o gg. Zaradi lastnosti §ibkega eksponenta obstaja f” € W, da
jee(f”,x) = f'(x). Zato velja f o qe = qr o e o (K¢, idj)) in predpis res doloca
surjekcijo.

Za eVer lahko izberemo Ze znano evalvacijo iz mnoZic, saj za poljuben
par (f’, x) € |FF| x |E| po zgornjem velja

(geoe)(f',x) = (foqe)(x) =
= (qpe(f") 0 qE) (%) =
= (eVvygFy © (qre X qE))(f7, %) -

Zato obstaja zvezna preslikava e: |FE| x |E| — |F|, za katero spodnji diagram
komutira, in €Ve_r = eV|gj- | je ekvivariantna.

|FE| x |E| |F|
qrExE gr
IFE||  ||E|| [Fl

VIE-IIFI

Poglejmo diagram na sliki 3.1. Ceje f: D X E — F ekvivariantna presli-
kava, obstaja taka zvezna preslikava f’: |D| X |[E| — |F|, da sprednja ploskev
diagrama komutira. Po definiciji Sibkega eksponenta W obstaja preslikava

f"+|D|l = W, da komutira tudi zgornja ploskev.
Definirajmo f: (qp(z), ge(x)) = qr(e(f’(z),x)). Ker za ekvivalentna para
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IFE| x |E|
,1
/7 ’
qj\,// IS
, 1.f/
|D| X |E| ------------ > |F|
AFEXE
GDxE IIFE ||  |IE] g
SO
/+\/,
3,
IDII < ||E]| hal

f

Slika 3.1: Konstrukcija eksponenta v ekviloskih prostorih.

(ap(2),9e(x)) = (qp(2"), gE(x)) velja

gr(e(f'(2), %)) = ge(f'(z, %)) =
= f(gp(2), ge(x)) =
= f(gp(z’), ge(x")) =
= gr(e(f'(2), X)),

je preslikava fdobro definirana. S tem smo ubili dve muhi na en mah, saj
sedaj zlahka preverimo, da preslikavi f’ kodomeno lahko zoZamo na |FE|,

poleg tega pa smo nasli Se preslikavo j‘jza katero komutira desna ploskev in
znjo ves diagram. Taka preslikava je tudi enoli¢no dolo¢ena, zato je ekviloski
prostor FE skupaj z ekvivariantno preslikavo eve_,r eksponent. ]

3.2 ToOPOLOSKI PROSTORI SO TUDI EKVILOSKI

S pomocjo ekviloskih prostorov bomo dokoncali
sinteti¢ne dokaze, nato pa ugotovili, da se nasa pot
Sele zacenja.

Iz zadnjih dveh trditev sledi, da je kategorija ekviloskih prostorov kar-
tezi¢no zaprta. Ali lahko to koristno lastnost uporabimo tudi pri topoloskih
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prostorih? Se enkrat se ozrimo na trditve, ki smo jih dokazovali. V njih
eksponenti niso bili nikoli omenjeni — potreba po njih se je pojavila Sele v
dokazih.

Na tem mestu lahko potegnemo vzporednico z iskanjem manjkajocih ek-
sponentov realnih Stevil. Tudi eksponent realnih Stevil (=1)'/2 ni realen, zato
realna Stevila razsirimo na kompleksna. Ta razsiritev je posebno lepa, saj
ohranja lastnosti realnih tevil. Ce s pomo&jo kompleksnih stevil dokazemo
trditev, ki govori le o realnih $tevilih, ta trditev velja, tudi ¢e kompleksnih
Stevil sploh ne omenjamo. S takim nac¢inom precej laZe izpeljemo adicijske iz-
reke za trigonometri¢ne funkcije, sestejemo vrsto ) 1/ < polinom z realnimi
koeficienti razcepimo na kvadratne in linearne ¢lene, . ..

Realna $tevila smo v kompleksna vlozili s preslikavo : R — C, podano
s predpisom t: x = x + 0 -i. Pri ekviloskih prostorih to vlogo igra funktor
J: Top — Equ. Sledimo dokazu, nakazanemu v [2].

Trditev Obstaja zvest in poln funktor J: Top — Equ.

Dokaz  Vsak topoloski prostor X lahko predstavimo z ekviloskim pro-
storom J3X = (X, X, idy). Ce za zvezno preslikavo f: X — Y postavimo
Jf = f: X - Y, enostavno preverimo, da je J zvest funktor, saj je preslikava
f: X — Y ekvivariantna. Pokazimo, da velja tudi obrat.

Ceje f: IX — JY poljubna ekvivariantna preslikava, obstaja zvezna
preslikava f': X — Y, daje f = foidx = idy o f' = f’. Zato je tudi f zvezna
in funktor J je poln. ]

Bolj zanimivo povezavo dobimo v drugo smer. Vsak ekviloski prostor E je
nekaksen kvocient topoloskega prostora |E|, skupaj z informacijo o tem, kako
smo ga dobili. Ce to informacijo pozabimo, vsakemu ekvilogkemu prostoru
priredimo topoloskega.

Trditev Obstaja funktor R: Equ — Top, za katerega obstaja izomorfizem
Equ(E, 3X) = C(RE, X).

Dokaz Funktor R naj prostor E slika v kvocientni prostor RE = |E|/gE.
Preslikava gg: [E| — ||E|| je tedaj kvocientna. Ce je f: E — F ekvivariantna
preslikava, obstaja zvezna preslikava f’: |E| — |F|, daje gro f' = f o gE.
Ker je preslikava gr o f” zvezna in ima prave identifikacije, nam kvocientna
preslikava gg inducira natanko dolo¢eno zvezno preslikavo R f, tako da je

gro f' =Rfoqg.

X

|E|

qE N
lIEI|
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3.2 TOPOLOSKI PROSTORI SO TUDI EKVILOSKI

Ceje f € Equ(E, 3X), obstaja zvezna f’: |E| — X, tako da velja f’ = f o gg.
Ker je gg kvocientna, je tudi f € C(RE, X).

Po drugi strani je za f € C(RE, X) tudi f’ = f o gg zvezna in f je ekvivari-
antna po definiciji. m]

Namesto izomorfizma Equ(E, 3X) = C(RE, X) bi lahko zapisali celo ena-
kost Equ(E, 3X) = C(RE, X), saj v obeh mnozicah opazujemo iste preslikave,
le da jih enkrat vidimo kot zvezne, drugi¢ pa kot ekvivariantne. Za nase
potrebe je dovolj, da izomorfizem zado$¢a pogojem v definiciji 3.14, toda za
njihov opis moramo spoznati Se malo ve¢ teorije kategorij, zato z njimi raje
pocakajmo.

Recemo lahko, da je ,realni del” RE ekviloskega prostora E njegov naj-
boljsi topoloski priblizek. Spomnimo se Se na to, da je bila tudi naravna
topologija najboljsi priblizek eksponenta. Ce izberemo topologka prostora X
in Y, ju lahko s funktorjem J preslikamo v ekviloska prostora 3X in JY.
Med ekvilogkimi prostori eksponent IJYIX obstaja. Kaj je njegov najboljsi
priblizek?

Trditev R(IYIX) =X >V,
Dokaz Mnozica ||JY3X|| je po konstrukciji natanko mnoZica ekvivariantnih
preslikav med JX in JY. Toda Equ(3X,JY) = C(X,Y), zato je R(IYX)
prostor na mnozici (X, Y). Pokazimo, da je topologija na R(J Y9X) sibka.
Ceje f: Zx X — Y zvezna, je 3 f: 3Zx IX — JY ekvivariantna. Pri tem
smo upostevali, da funktor J ohranja produkte, kar bomo v vedji splodnosti
pokazali v trditvi 3.21. Preslikavo Jf lahko transponiramo, da dobimo
Jf: 87 — IYX. Na tej preslikavi uporabimo $e funktor R, da dobimo

zvezno preslikavo RI f: Z — R(IYIX), ki je kar ]?

Sedaj pa imejmo odprto mnoZico U C X — Y. Po konstrukciji naravne
topologije je J;:l(ll) C Z odprta za poljubno f: ZxX — Y. Cesiza Z izberemo
|IYIX], za zvezno preslikavo pa e, ki jo dobimo iz konstrukcije eksponenta,
je tudie ! (U) € |13YX| odprta.

e

1I9Y3X| x X Y

dgysx X idx

CX,Y)x X
Za povrh velja Se

e(f)x) = e(f, %) = eVxoy(qgyex(f), %) = qgyex(HX) ,

preslikava ggysx pa je kvocientna, zato je odprta tudi mnoZica

U =7e(e ' (U)) = ggyox(@ () € R(IYX).
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PosSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

Zvezni univerzalni kvantifikator V4 : (X — §) — Slahko sedajvzdignemo
v ekvivariantno preslikavo ¥4 : 389X — 38, sajje R(I$X) = X — S. Ti dve
preslikavi se po tockah obnaSata enako, zato je tudi vzdignjena preslikava
univerzalni kvantifikator za 3A € 3X. Podobno preverimo, da tudi karakte-
risti¢ne funkcije, enakosti, neenakosti in eksisten¢ni kvantifikatorji pri dvigih
v ekviloske in spustih nazaj v topoloske prostore ohranijo svoj logi¢ni pomen.

Sedaj lahko v vsej splo$nosti upravi¢imo sinteti¢ne dokaze. 1z topoloskih
lastnosti najprej sklepamo na zveznost dolo¢enih preslikav, te pa dvignemo v
ekvivariantne. Po trditvi 3.21 sledi, da funktor 3 ohranja produkte in Ze ob-
stojece eksponente, zato lahko lambda ra¢un v celoti izvedemo v ekviloskih
prostorih, nato pa dobljeno ekvivariantno preslikavo s funktorjem R spu-
stimo v zvezno preslikavo med topoloskimi prostori. Ta preslikava bo po
poprejsnji ugotovitvi imela iskano lastnost, najsi bo to enakost, neenakost, . ..

Za primer dokazimo, da je slika kompakta kompakt. Ce je A C X kom-
paktna podmnozica in f: X — Y zvezna, je V4 € C(X — §,5), zato je po
trditvi 3.7 in trditvi 3.8

V4 € C(X —5,8) = C(R(ISX),8) = Equ(IS$ %, I8) .

Ker se na ekviloskih prostorih lahko posluzimo lambda ra¢una, tokrat zmo-
remo skonstruirati ekvivariantni kvantifikator Y ¢(4) s predpisom

Yy (p) = Ya(x : IXp(If(x)) € Equ(Is®Y, I5) .

Njegov spust, ki je univerzalni kvantifikator podprostora f(A), je zvezen, zato
je f(A) € Y kompakten.

Opazimo, da lahko trditve 1.23, 1.24 in 1.25, ki so opisovale lastnosti
eksponenta Y¥, posplogimo do opisa prostora X — Y, trditvi 1.26 in 1.27 pa
veljata za poljuben prostor O(X), opremljen s Scottovo topologijo.

3.3 PosPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

Razmislili bomo o poti, ki smo jo ubrali prek
ekviloskih prostorov, in videli, da bi sli lahko tudi
Ppo njej podobni.

Z zadnjo ugotovitvijo bi lahko svoje delo zakljucili, saj smo pokazali pra-
vilnost sinteti¢nih dokazov. Imeli smo kategorijo topoloskih prostorov Top,
ki so ji manjkali eksponenti, zato smo jo razsirili na kategorijo Equ. Ven-
dar kategorija Equ ni najman;jsi skupni imenovalec vseh lastnosti, ki smo jih
potrebovali. Razis¢imo te lastnosti ter kategorijo, ki jih ima, imenujmo in
oznacimo s "l/"(;). Kategorija "l/"(;) ni natanko dolocena: primera sta kategoriji
ekviloskih [2] in kvazitopoloskih [4] prostorov.

Pot do definicije 3.20, ki bo opisala posploSene topoloske prostore, za-
¢nimo s kartezi¢no zaprto kategorijo, v katero s funktorjem J: Top — "l/"(q)
vlozimo kategorijo topoloskih prostorov.
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3.9

3.10

3.11

3.3 POSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

Definicija Funktor F je vloZitev, Ce je zvest, poln in injektiven na objektih.

Zahtevi po zvestobi in injektivnosti sta ocitni, polnost pa zahtevamo za-
radi Zelje po konzervativnosti. Vse nase karakterizacije se zanasajo na obstoj
dolo¢enih morfizmov in ¢e funktor ne bi bil poln, bi se lahko zgodilo, da
bi v kategoriji ﬁ)}) med objektoma JX in JY obstajal iskani morfizem, med
prostoroma X in Y pa ne.

Pri ra¢unih smo pogosto uporabljali lastnost, ki je za matematika, na-
vajenega teorije mnoZic, skorajda neopazna. Enakost preslikav f in ¢ smo
pokazali kar z enakostjo f(x) = g(x) za vsak x € X. V splosnejsih kategorijah,
kjer morfizmi niso nujno preslikave, uporabimo podobno idejo. Vsak x € X
lahko enakovredno predstavimo s konstantno preslikavo k,: 1 — X in nato
preverjamo enakost f o Ky = g o k.

Za splosnejso definicijo potrebujemo le konéni objekt 1. Kategoriji s
konénim objektom 1 pravimo tockasta, kadar za morfizma f,g: X — Y ve-
lja f o & = goé zavse morfizme &: 1 — X le tedaj, kadarje f = g.

Za kategorijo 'ﬁ)} zahtevajmo malo $ibkejso lastnost. Morfizma bodita
enaka, ¢e ju ne moremo lo¢iti z morfizmi iz topoloskih prostorov. Torej za
f,g: X = Y velja f = g natanko tedaj, ko velja f o h = g o h za vse morfizme
h: 3Z — X. Pravimo, da podkategorija Top (oziroma JTop) generira katego-
rijo f(i). Ker je kon¢ni objekt 1 po lemi 3.16 enak 31, iz tega, da je kategorija
f(qa tockasta, sledi tudi to, da jo podkategorija Top generira.

Kot pri ekvilogkih prostorih si Zelimo funktor R: 'I/'(E) — Top, za kate-

rega obstaja naravni izomorfizem C(RX,Y) = "lToY)(X, JY). V kategorijah tak
poseben odnos imenujemo adjunkcija.

Definicija Naravna transformacija 9: F = G med funktorjema F,G: C — D je
druzina morfizmov
{Ox: FX - GX}x,

indeksirana z objekti X kategorije C, za katero za vsak morfizem f: X — Y v
kategoriji C velja 9y o F(f) = G(f) o 9x.

9
X X . Gx
Ff Gf
Fy Y L GF

Morfizem 9x imenujemo komponenta transformacije ¥ pri X. Naravne trans-
formacije med seboj komponiramo kar s kompozicijo komponent.

Trditev Funktorji iz C v D skupaj z naravnimi transformacijami tvorijo funk-
torsko kategorijo DC.
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3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

PosSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

Definicija Naravni izomorfizem je naravna transformacija, ki je v funktorski
kategoriji izomorfizem.

Lema Naravna transformacija 9: F = G je naravni izomorfizem tedaj, ko so
vse komponente 9x: FX — GX izomorfizmi.

Definicija Adjunkcija je par funktorjev F: C — D, U: D — C skupaj z narav-
nima izomorfizmoma ¢xy: C(FX,Y) < D(X, UY) :¢xy. Izomorfizma ¢ in ¢
sta naravna izomorfizma v obeh komponentah.

Vsaka adjunkcija porodi naravno transformacijo nt: idc = U o F, ki ji
pravimo enota adjunkcije, njene komponente pa so T])L(I = ¢x y(idrx). Analogno
definiramo koenoto ef : Fol = idp, ki ima komponente 65 = Yx y(idyy). Tedaj
velja oxy(f) = 1§ o Uf inpxy(g) = Fgo &},

Adjunkcijo med funktorjema F in U oznacimo z F 4 U.

Primer V Kkartezi¢no zaprti kategoriji C imamo za vsak objekt X funktor
—x X: C — C, ki objekt Z slika v Z X X, morfizem f: W — Z pa v morfizem
fxX=fxidx: WxX —>ZxX.

Njegov desni adjunkt bo funktor —X: C — C, ki objekt Y slika v Y¥,
morfizem f: Y — Z pa v morfizem fX: YX — ZX, ki ga dobimo, ¢e evalvacijo
evVyLy: YAX X > Y komponiramo z f in dobljeni morfizem transponiramo
v fX = (f o evx_y).

Izizomorfizma C(ZxX,Y) = C(Z, YX)sledi —x X 4 —X. Koenota adjunkcije
je kar evalvacija evy_y: YA X X - Y.

Lema Ce velja F 4 U, tedaj U ohranja produkte. V posebnem primeru je
UXxY)=UXxUYinUl =1.

Lema Ce je v adjunkciji F 4 U funktor U poln in zvest, je za vsak objekt X
komponenta koenote ¢x: FUX — X obrnljiva z inverzom ¢3': X — FUX.
Poleg tega velja Uey! = (Uex)™! = nux: UX — UFUX za vsak X.

Poistimo splodno povezavo med prostoroma R(IJY?X)in X — Y. V
splognem primeru ne velja nujno, daje mnoZica, na kateri stoji R (3 Y¥X) enaka
C(X,Y). Kljub vsemu lahko za vsako preslikavo f: Z X X — Y pois¢emo pri-
merno transponiranko 7(f): Z — R(IY3X). S funktorjem J najprej skonstru-

iramo morfizem J f: 3ZxIX — JY. Ker je kategorija Top kartezi¢no zaprta,
s transpozicijo dobimo 57’: 97 — JYIX, ki ga s funktorjem R preslikamo v
%5} : RIZ — R(IYIX). Ker Zelimo preslikavo, definirano na Z, uporabimo
Se izomorfizem 6211 Z — RIZ, dadobimo 7(f) = ‘Rg‘?oezlz Z — R(IYIX).

Pri prostoru R(J Y9X) se ne moremo nadejati izomorfizma med C(Zx X, Y)
in €(Z, R(IYX)), a podobna povezava vseeno obstaja.
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3.18 Trditev Transformacija t: C(— x X, —) — €(—, R(IJ-X)), podana s prepisom
7: f > RIf o ¢!, je naravna v obeh komponentah.

Dokaz Najprej vzemimo g: W — Z. Funktor — X X morfizem g slika v
gxX=gxidx: WxX = ZxX.

SEW
IW—=IRIW
Naw %mvo
Jg IRITg
SEZ
57 JRIZ — FJR(IYIX)
N3z JRIf

Potem velja

3(r(f)og) = IRTf o Tyl o Ug =
28%5}'017820582
= JRIfo IRTg o ngw =
= 8%(5}0 Jg)ongw =
= IR(If o (Ig xidgx))" 0 Tepy =
= JR(I(f o (g xidx))") o Teyy =
= J(1(f o (g xidx))) .

Ker je 3 zvest, velja tudi t(f) o ¢ = 7(f o (¢ X idx)), zato je T naravna v prvi
komponenti.

C(Z X X, Y) - C(Z, R(TYTX))
go-— s)%(SgSX)O—

eaxxwy?az%wwwn
Vzemimo Se ¢: Y — W. Tokrat funktor J—3% morfizem g preslika v
JgIX: JYIX — IWIX, 3¢90 Ff = (J(g o f))", zato velja
R(Ig™) 0 1(f) = R(Tg™) o RIfoe)! =
= R(Ig™¥oTf)oe,' =
=R(I(go ) oy =
=1g°f)

in 7 je naravna tudi v drugi komponenti. m|
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3.20

PosSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

Spomnimo se, da je naravna topologija presek vseh mo¢nih topologij, in
da je transpozicija evalvacije identiteta, ter skonstruirajmo preslikavo

1(evxLy): (X = Y) - R(IYTX) .

Lema Bodita Z in W prostora nad isto mnoZico. Z U: Top — Set oznacimo
pozabljivi funktor. Ceza f: Zx X — Y, g: Wx X — Y velja U(f) = U(g),
velja tudi U(7(f)) = U(7(g)).

Dokaz Obravnavajmo primer, ko je topologija na Z diskretna. Tedaj obstaja
zvezna preslikavai: Z — W, ki se po tockah obnasa kot identiteta. 1z enakosti
f = go (i Xidx) in naravnosti transformacije t v prvi komponenti sledi

©(f) = (g o (ixidx)) = 1(g) o1,

zato je U(x(f)) = U(t(g)) o U(i) = U(x(g)).

CW X X,Y) —> (W, R(JYX))
o (i x idy) —oi

C(Z X X, Y) — C(Z, R(IYX))

Sedaj lahko diskretno topologijo na Z drZzimo pribito in spreminjamo pro-
stor W. Od tod po tranzitivnosti sledi dokaz leme. a

Evalvacije evx_y: M(X,Y) X X — Y se po tockah obnasajo enako za vse
mocne topologije M(X, Y) na (X, Y). Torej se enako obnasajo tudi preslikave
T(evx_y): M(X,Y) — R(IYX). Ker so vse zvezne, naravna topologija pa je
natanko presek vseh topologij M(X, Y), je zvezna tudi preslikava

Y =1(evxsy): (X = Y) — ‘)&(SYSX) .

Pri vloZitvi topologkih prostorov v ekviloske je R(IYIX) topologija na
C(X,Y), preslikava 1 pa se po tockah obnasa kot identiteta. Od tod sledi,
da je topologija prostora R(JYYX) sibka, saj je sibkejsa od naravne topolo-
gije. Ker sta tako X — Y kot R(IY?X) ,najboljsa” priblizka eksponenta Y,
pri¢akujemo, da je iy homeomorfizem. Po mnogih urah iskanja obupamo in
namesto dokaza naredimo privzetek.

Definicija Kategorija posploSenih topoloskih prostorov fi) je vsaka kartezi¢no
zaprta kategorija, za katero:

e obstaja vlozitev J: Top — ]/"(_)T) in JTop generira f(ﬂ),

e obstaja funktor R: 1/“6; — Top, tako da velja ‘R 4 J,
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3.3 POSPLOSENI TOPOLOSKI PROSTORI

e je za poljubna prostora X in Y preslikava
¥ = R(Tevx,y)" o e)_(l_)yz (X - Y) - R(IYH)
homeomorfizem.

V stari definiciji [4] posploSenih topoloskih prostorov je bila kategorija
"lT(E) tockasta, trditev 3.21 je bila privzeta kot aksiom, homeomorfizem med
X — Yin R(IY¥X) pajebil poljuben. Ravno zaradi naravnosti lahko re¢emo,
da je zahteva po natan¢no dolo¢enemu homeomorfizmu 1 smiselna, nova
definicija pa splo$nejsa in primernejsa.

Trditev Za poljubna topoloska prostora X inY sta objekta 3(X X Y) in 3Xx3Y

v kategoriji Top izomorfna. Kadar obstaja eksponent YX, sta izomorfna tudi
objekta J(YX) in JYIX,

Dokaz Ker je J desni adjunkt, po lemi 3.16 ohranja produkte, zato je
JXxY)=IXxJY.

3(v¥) 12 gRx5v%)
_ 5 _
Jev % JRTev

JYIX . gRYYIX
Mgysx

J—

Zaradi naravnosti transformacije 1) velja IR Jev o 1gyx) = ngysx o Jev, torej
zunanji kvadrat diagrama komutira. Ker pa je

IRTev o ngiyx) = IRTev o Tejl =
= J(RTevoerl) =
=9y,
prav tako komutira zgornji trikotnik. Od tod sledi, da komutira tudi spodnji
trikotnik in Ngysx © Jev = I Y. Preslikava ¢ je homeomorfizem, zato je Jy

izomorfizem v Top in Jev j je sekcija. PokaZimo, da j A je Fev tudi ep1morf1zem

Vzemimo f, g: IY?X — Z, za Kateri velja f o Jev = go Fev. Torej velja
tudi . .
fo8evodh=goTevoIh

za vse zvezne preslikave h: W x X — Y. Ker velja
Tev o Tk = (Jev o (I x idgx))" = (J(ev o (1 x idx)))" =
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velja tudi f o Sh = go Ih. Prek verige naravnih izomorfizmov

Top(IW, IY¥X) = Top(IW x IX, JY) =
=~ Top(J(W x X), IY) =
= (W xX,Y) = CW,Y¥X) =~
= Top(IW, I(YY))

vidimo, da je mnoZica Top(fi W, 3YIX) sestavljena natanko iz preslikav oblike
Sh. Ker j je kategorija Top generirana s topoloskimi prostori, sta morfizma f

in ¢ enaka, zato je Fev epimorfizem.
Vsaka epimorfna sekcija je izomorfizem [7], zato sta IYIX in J(YX) izo-
morfna in funktor J ohranja obstojete eksponente. |

Lastnosti, ki smo jih nasteli v definiciji 3.20 so zgolj potrebne, niso pa za-
dostne. Pri ekviloskih prostorih smo zlahka preverili, da predikati ohranjajo
logi¢ni pomen, ne glede na to, ali jih gledamo v topoloskih ali ekviloskih
prostorih. V splosnejsi kategoriji, kjer morfizmi niso nujno preslikave, posto-
pamo podobno, le da enakosti f o £ = g o £ ne preverjamo le po tockah, torej
na morfizmih &: 1 — X, temvel na vseh morfizmih £: M — X.

Tako je na primer morfizem Vyx: 38X — IS univerzalni kvantifikator
objekta X, ¢e za vsak morfizem p: M — JISX velja Vx o p = Jkroly natanko
tedaj, ko za vsak morfizem &: N — X velja ev o (p X &) = Jkrolpun. Pri tem
je morfizem ! enoli¢ni morfizem !pr: M — 1.

Kot pri ekviloskih prostorih moramo pokazati, da lahko tako z zveznimi
preslikavami kot z njihovimi dvigi, ki jih dobimo prek adjunkcij, interpreti-
ramo logi¢ne veznike in operacije. S tem se prepricamo, da bodo morfizmi,
skonstruirani s pomo¢jo lambda ra¢una v 'ﬁ)}) potem, ko jih bomo spustili
nazaj v topoloSke prostore, predstavljali iskane zvezne predikate in s tem
iskane topoloske lastnosti. Za splosnejso obravnavo takega postopka v tem
delu ni prostora.
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